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Wstęp 


W 1987 roku Krzyż scharakteryzował brzegowe wartości odwzorowań quasikonforem- 
nych koła jednostkowego D := {z € C: |z| < 1) na siebie za pomocą quasisyme- 
trycznych automorfizmów okręgu jednostkowego T := {z € C: |z| = 1}; por. warunek 


(4.1), który jest w istocie przeniesieniem na okrąg T klasycznego warunku quasisyme- 


trii Beurlinga-Ahlforsa dla rosnących homeomorfizmów osi rzeczywistej R na siebie. 


Mówiąc ściślej, wykazał on, że 


dla każdego odwzorowania quasikonforemnego f koła D na siebie, f*|r jest 
quasisymetrycznym automorfizmem okręgu T, gdzie f* jest homeomorficz- 
nym rozszerzeniem f na koło domknięte DUT. Na odwrót, dla każdego 


quasisymetrycznego automorfizmu g okręgu T istnieje odwzorowanie quasi- 


konforemne f koła D o tej własności, że f*|r pokrywa się z g na T. 


Dokładniej opisują to twierdzenia 4.1 i 4.2, które stały się inspiracją do napisania tej 
rozprawy. Jej motywem przewodnim jest uogólnienie wyników Krzyża na szerszą kla- 
sę odwzorowań, mianowicie na zespolone odwzorowania quasiregularne. Praca została 
podzielona na cztery rozdziały. 

Rozdział pierwszy ma na celu uporządkowanie podstawowych faktów na temat od- 
wzorowań quasiregularnych i quasikonforemnych, szeroko opisanych w książkach [28] i 
[33]. Odwzorowania te są określone na gruncie analizy rzeczywistej w przestrzeniach 
euklidesowych; por. podrozdziały 1.1 i 1.2. Z punktu widzenia analizy zespolonej szcze- 
gólnie ważny jest przypadek takich odwzorowań w dwuwymiarowej przestrzeni eukli- 
desowej. Można je wówczas opisać w języku analizy zespolonej jako odwzorowania 
w płaszczyźnie zespolonej E(C), o czym traktuje podrozdział 1.3. Określone w ten 
sposób zespolone odwzorowania quasiregularne stanowią naturalne uogólnienie funk- 
cji holomorficznych, i przez to stają się interesującym obiektem badań. W tej rozpra- 
wie rozważany jest problem charakteryzacji brzegowej quasiregularnych odpowiedników 
skończonych iloczynów Blaschkego. Pełne jego rozwiązanie jest przedstawione w roz- 
dziale czwartym w postaci dwóch twierdzeń 4.4 i 4.7, które są głównymi wynikami tej 


rozprawy. Uogólniają one wspomnianą na początku charakteryzację brzegową Krzyża 
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odwzorowań quasikonforemnych koła D na siebie. Precyzyjne sformułowanie tych twier- 


dzeń oraz ich dowody wymagają szeregu faktów pomocniczych opisanych szczegółowo 
w rozdziałach drugim i trzecim. Pierwszy z nich dotyczy równania funkcyjnego (2.1). 
Istnienie globalnych rozwiązań tego równania przy dodatkowym założeniu różnowarto- 
ściowości funkcji f jest wykazane w podrozdziale 2.2. W podrozdziale 2.3 badana jest 
różnowartościowość takich rozwiązań. Wyniki przedstawione w podrozdziałach 2.1-2.3 
zostały użyte w podrozdziale 2.4 do zdefiniowania orientacji homeomorfizmów w prze- 
strzeni E(C). Przypomniano w nim również geometryczną charakteryzację odwzorowań 
quasikonforemnych w przestrzeni E(C) oraz ich własności w zakresie niezbędnym w 
dalszej części rozprawy. Wiodącym zagadnieniem rozdziału trzeciego jest uogólnienie 
klasycznego twierdzenia Fatou dla skończonych iloczynów Blaschkego na ich quasire- 
gularne odpowiedniki. Fundamentalnym wynikiem dla rozważań w rozdziale czwartym 
jest wykazane w podrozdziale 3.3 twierdzenie 3.12, które jest wariantem twierdzenia 
Vuorinena; por. twierdzenie 3.1. Dwa wcześniejsze podrozdziały wspierają wypowiedź 
i dowód twierdzenia 3.12. W podrozdziale 3.1 zawarte są informacje na temat stopnia 
funkcji ciągłej w punkcie i jego własności. Są to znane fakty, a ich precyzyjne dowo- 
dy zostały opracowane na podstawie podrozdziałów 2.1-2.3. Podrozdział 3.2 zawiera 
wariant wspomnianego twierdzenia Fatou, w którym osłabiono warunek brzegowy i 
dołączono informację o stopniach zer. Ostatni rozdział — o czym już była mowa — 
zawiera główne wyniki rozprawy. W podrozdziałach 4.1 i 4.2 podane są szczegółowe 
dowody twierdzeń 4.4 i 4.7, odpowiednio. Uogólniają one twierdzenia 4.1 i 4.2, wyka- 
zane przez Krzyża w [16]; por. uwagi 4.5 i 4.8. Uogólnienie polega przede wszystkim 
na zastąpieniu odwzorowań quasikonforemnych koła D na siebie przez zespolone od- 
wzorowania quasiregularne f w kole D takie, że |f(0)| # 1i CS(f) c T, gdzie CS(f) 
jest zbiorem wszystkich punktów skupienia funkcji f na brzegu T; por. wzór (3.35). W 


podrozdziale 4.3 są zebrane uwagi uzupełniające rozważania z poprzednich dwóch pod- 
rozdziałów oraz przykłady zastosowań twierdzenia 3.12, wyrażone przez wnioski 4.12 i 
4.13. Pierwszy z nich dotyczy nierówności Schwarza, a drugi nierówności Mori'ego dla 
zespolonych odwzorowań quasiregularnych f w kole ID spełniających warunek brzegowy 
CS(f) CT. 

W pracy przyjmujemy następujące oznaczenia: D(a,r) := {z € C: |z-—al| <r}, 
D(a;r,R): fzEC:r<|z-—a|<RjiT(ar) fzeEC:|z-a|=rj)dlaaeC 
ir, R € R. Wtedy cl(D(a,r)) = fzż€C:|z-—a|<rj|icl(D(a;r,R))=fzeC:r< 
|z—a| < Rh, gdzie cl jest operacją domknięcia w E(C). W szczególności D := D(0, 1) jest 


kołem jednostkowym, zaś T := T(0, 1) okręgiem jednostkowym. Ponadto dla dowolnych 
p,q € Z określamy zbiory Zpą:=(n€EZ:p<n<qjiZ,:łneZ:p<n]. W 
szczególności N = Z,. Przyjmujemy również R, := {tE R: t > O}. 


Rozdział 1 


Odwzorowania quasiregularne 


w przestrzeni euklidesowej 


Rozdział ten poświęcamy przypomnieniu podstawowych faktów teorii odwzorowań qu- 
asiregularnych w przestrzeniach euklidesowych. 


Dla dowolnie zadanego p € N funkcja 


p 
(1.1) R” x R? > (x,y) > (z|y)p := So TkYk 
k=1 


spełnia własności 


(1.2) (z|y)p=ly|c)p, x,y € RP”; 
(1.3) (uz + vyle) = ufelz +v(yle)» Hv ER, zy ER”; 
(1.4) (hye 0. x eR \ {0}, 


gdzie 0, jest p-wyrazowym ciągiem zerowym, tzn. 


(1.5) Zin D k++ 0,(k) =0. 


Dlatego funkcja (-|-), jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej (RP; +,-) ze stan- 


dardowymi operacjami dodawania wektorów 


R x R? S (x,y) z +y := {Zip D k > Tk + Yk} 


i mnożenia wektora przez skalar 


R x R? 5 (pc) uz := {Zip D k > ur}. 


Z klasycznej nierówności Schwarza 


(1.6) (zly); < (zle)p(yly)p 2,y € RP, 
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wynika, że funkcjonał 


(1.7) R? > ar |zp=y(z|z)p, x ER, 


spełnia warunki 


(1.8) url, = |x|, HER, z RP; 
(1.9) |x = y|p < [|p + yp» z, y € R”; 
(1.10) Izp >0, 2 € R”Ą {0,}, 


a więc jest norma w przestrzeni liniowej (R?;+,-). Z własności (1.8), (1.9) i (1.10) 


wynika, że funkcja 


(1.11) R” x R? S (x,y) > pplz, y) = |æ — ylp 


jest metryką w zbiorze R”, a więc struktura E(R?) := (R?, pp) — zwana p-wymiarową 
przestrzenią euklidesową — jest przestrzenią metryczną. Ciąg Zip > k + ex określony 


wzorem 
(1.12) Zıp 3 l= e(l) := 1 — min({|k — l|, 1}), k€ Zip, 


spełnia w oczywisty sposób warunki 


p 
(1.13) t=) meu CET, 
k=1 
oraz 
p 
(1.14) X uker = 0p) > u=, pe LR. 
k=1 


Dlatego ciąg Zıp 2 k + ex jest bazą przestrzeni (R?;+,-), zwaną zazwyczaj bazą 


naturalną przestrzeni (RP; +, *). 


W szczególnym przypadku dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej można prze- 


nieść struktury E(R?) i (R*; +, :) na zbiór liczb zespolonych C za pomocą bijekcji 


(1.15) R? 5 z L(x) := z1 + ix 


zbioru R? na zbiór C. W ten sposób określamy płaszczyznę zespoloną E(C) := (R*, pe), 


gdzie 
(1.16) Cx Cd (u,v) = pelu, v) := po(l '(u),£7'(v)). 


Stąd płaszczyzna zespolona jest przestrzenią metryczną, a odwzorowanie £ jest izome- 


trią przestrzeni E(R*) na przestrzeń E(C). W konsekwencji bijekcja / przenosi geometrię 
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i topologię przestrzeni E(R*) na zbiór C. Operowanie przestrzenią E(C) ma tę zaletę, że 


dysponujemy tutaj dodatkowo strukturą arytmetyczną ciała liczb zespolonych (C; +, -), 


mocniejszą w porównaniu ze strukturą przestrzeni liniowej (R°; +, :). Dla przykładu, 


określając moduł liczby zespolonej ż € C wzorem 
(1.17) C3ze |z| := ll '(2)b 


widzimy, że |z|? = zz i pe(z,w) = |z — w| dla z,w € C. Dlatego w dalszym ciągu do 


badania funkcji w przestrzeni E(R*) będziemy używać płaszczyzny zespolonej mode- 
lując je poprzez funkcje zespolone jednej zmiennej za pomocą izometrii 4. Płaszczyzna 


zespolona odgrywa fundamentalną rolę w analizie zespolonej. Zauważmy, że oś rzeczy- 


wista, oznaczana przez E(R), która jest podstawową przestrzenią dla analizy rzeczywi- 


stej, jest zawężeniem przestrzeni E(C) do zbioru liczb rzeczywistych. Przestrzeń E(R) 


jest oczywiście izometrycznie równoważna jednowymiarowej przestrzeni euklidesowej 


E(R!), przy czym izometrią jest odwzorowanie 


(1.18) R! 3 z m /p(z) := 21. 


1.1 Funkcje absolutnie ciągłe na liniach prostych 


Zespolone odwzorowania quasiregularne stanowią znaczące rozszerzenie klasy funkcji 
analitycznych poprzez znaczne osłabienie różniczkowalności tych pierwszych. W tym 
celu rozważa się własność absolutnej ciągłości funkcji na liniach prostych, która opiera 


się na pojęciu absolutnej ciągłości. Przypomnijmy, że dla dowolnego niepustego zbioru 


A C R, przestrzeni metrycznej (X,p) i funkcji f : A — X, f nazywamy funkcją 


absolutnie ciągłą : dla każdego € > 0 istnieje 6 > 0 o tej własności, ze dla każdego 
n €N, 
(1.19) S lee — y| <8 => 2 oF (ee), Fyn) <e, zy € A7. 

k=1 k=1 


W szczególności funkcja absolutnie ciągła f : A + X jest jednostajnie ciągła. W przy- 


padku, gdy (X, p) = E(R), funkcja f ma wahanie ograniczone na dowolnym przedziale 
domknietym i ograniczonym 1 C A, iw konsekwencji f jest różniczkowalna p.w. (prawie 


wszędzie) w I względem miary Lebesguea y na R. Wynika to z klasycznego twierdzenia 


Lebesgue'a o różniczkowaniu funkcji monotonicznych; por. np. [29, Theorem 1.26]. Co 
więcej, funkcję f można wtedy odtworzyć przez całkowanie jej pochodnej; por. np. [29, 
Theorem 1.28]. 


Przyjmijmy oznaczenie 


a; b|, := {x E R” : ap S £k S bpk, k E Zip}, a,b ER. 
p „p 
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Zbiór [a;b], nazywa się przedziałem domkniętym w R? o początku w punkcie a € R? i 


końcu w punkcie b € R”, o ile a, < by dla k € Zip. Oznaczmy przez M, i u, odpo- 


wiednio o-ciało zbiorów Lebesgue'a w zbiorze R” oraz n-wymiarową miarę Lebesgue'a 
dla n € N. Dla dowolnych n € Zıp i a € R funkcja 


n—1 p-1 
(1.20) RPh 2 £ m by alt) := ae, + 5 Tkek + 5 TkEk+1, 
k=1 k=n 
gdzie 
0 p-l 
5 £kek := 0 oraz 5 eh ZU, 
k=1 k=p 


jest bijekcją zbioru R”"" na zbiór R? , := {x € RP: z, = a}. 


Ustalmy dowolnie zbiór niepusty Q C R? i przestrzeń metryczną (X, p). 


Definicja 1.1 ([28, Chap. I, Sec. 1]). Mówimy, że funkcja f : Q + X jest funkcją 


absolutnie ciągłą na liniach prostych z przestrzeni E(R?) do przestrzeni (X, p) :& dla 
wszystkich a,b € R” in € Zip, jeśli Ø ¥ [a;b|, C Q to istnieje zbiór Æ C [a; b], N R? 


N,An 


o tej własności, że funkcja 


n—1 p-1 
(1.21) lan; bn] Ð t — f (ten + So Tkek t) rer) 
k=1 k=n 


jest absolutnie ciągła dla x € E i up- (er, (la; b ORE an \ E)) = 0. 


Rodzinę wszystkich funkcji f : Q — R? absolutnie ciągłych na liniach prostych z 


przestrzeni E(R?) do przestrzeni E(R?) będziemy oznaczać przez ACL(Q; E(R?)). Sym- 


bol ACL jest skrótem anglojęzycznej nazwy absolutely continuous on lines; por. np. [18, 
Chap. III, 83.1]. 

Stosując definicję 1.1 dla przypadku p := 2 można dwuwymiarowe pojęcie abso- 
lutnej ciągłości na liniach prostych przenieść za pomocą bijekcji { na przestrzeń E(C) 


w następujący sposób. 


Definicja 1.2. Mówimy, że funkcja f : Q — X jest funkcją absolutnie ciągłą na 
liniach prostych z przestrzeni E(C) do przestrzeni (X, p) : złożenie f o / jest funkcją 


absolutnie ciągłą na liniach prostych z przestrzeni E(R*) do przestrzeni (X, p). 


Rodzinę wszystkich funkcji f : Q — C absolutnie ciągłych na liniach prostych z 
przestrzeni E(C) do przestrzeni E(C) będziemy oznaczać przez ACL(Q; E(C)). Funkcje 


tej klasy można scharakteryzować w bardziej bezpośredni sposób. Przez analogię do 


przedziału domkniętego w IR? określamy przedział domknięty w C o początku w punkcie 


a E€ C i końcu w punkcie b E€ C wzorem 


la; b] := {z E€ C: Rea S Rez < RebAIma<Imz< Im b} 5 e(Te (a); -*(b)]2). 
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Twierdzenie 1.3. Dla każdej funkcji f : Q > C, f € ACL(Q;E(C)) wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla wszystkich a,b € C, jeśli 0 £ [a;b] C Q to zachodzą następujące warunki: 


(i) funkcja [Re a; Reb] 5 t f(t+iy) jest absolutnie ciągła dla p.w. y € [Im a; Imb]; 
(ii) funkcja [Im a; Imb] 5 t > f(x+it) jest absolutnie ciągła dla p.w. x € [Re a; Reb]. 


W powyższych warunkach absolutną ciągłość stosujemy w odniesieniu do przestrze- 
ni metrycznej (X, p) := E(C), zaś skrót „dla p.w.” oznacza „dla prawie wszystkich” w 
sensie miary Lebesgue'a u na osi rzeczywistej. Warunki (i) i (ii) pojawiają się w [18, 
Lemma 1.1, p. 162] w związku z analityczną charakteryzacją odwzorowań quasikonfo- 


remnych płaszczyzny zespolonej. 


Dowód. Ustalając dowolnie f : Q — C załóżmy, że f e ACL(Q; E(C)). Wtedy f:= 
lo fol e ACL(/"!(Q); E(R?)). Dla dowolnie zadanych a,b € C załóżmy, że 0 4 
[a; b] € Q. Wtedy à := £7!(a) € R?, b := £7'(b) € RZ, [a;bją = £-!([a;b]) € EO) i 
istnieją zbiory mierzalne E,, C [4;b]» NR? 


m,dm ? 


m € Zi», 0 tej własności, że funkcje 
(1.22) [44; by] 3 t > fiy(t) = F (ter + yer) i lã»; bo] Ith foa(t) = (tes +ze) 


sa absolutnie ciągłe dla wszystkich y € E := (po by, (Fx) ix € Ey :=lpo li, (E2), 


odpowiednio, oraz 


(1.23) 


Odnotujmy również, ze 
(1.24) ãı = Rea, à = Ima, by = Reb i by = Imb. 


Wtedy dla dowolnie ustalonego e > 0 istnieje 6 > 0 o tej własności, ze dla każdego 
n €N, 


(1.25) SO th — th] <6 > D pol a fiylte)) < 8, tt" € [as bi)”, y € En, 
k=1 k=1 

Oraz 

(1.26) DH] <6>Y) po(fas(ty), foulte)) <e, Lt © [âs; bol", x € Ev. 
k=1 k=1 


Ze wzorów (1.15), (1.16) i (1.22) wynika, ze dla wszystkich n € N oraz x € En i y € Fi, 


p2(fiy(th), fint) = pel f o (ter + yer), f 0 (ther + ye2)) 
= pel f(t; + iy), FE Ar. iy)), t,t” € [44; Ak k € Zin, 
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Oraz 


pol fore(th), foe(th)) = pelf 0 (tre + zen), f o E(tęea + ter) 
= pil f(a + itp), f(x +ity)), t,t” © [à2: bol", k € Zin. 


Stąd oraz z (1.25) i (1.26) wynika, że dla każdego n € N, 
Yi [tk — tel < 5 = pf tiy) f+ iy) <2, ye Ry, t,t € lib", 
k=1 

oraz 


> ti, — te| < 8 > p(f(z+it,),f(z +i) <e, xE Ey, t,t” € [do;ba|”, 


co łącznie z (1.23) i (1.24) implikuje warunki (i) i (ii). Odwracajac tok powyższego 


rozumowania otrzymujemy implikację przeciwną, co kończy dowód. 


1.2 Odwzorowania quasiregularne 


Dla dowolnie zadanych p,q € N, zbioru niepustego Q C R? i funkcji f : Q — RI 


definiujemy dla każdego k € Zıp operator k-tej pochodnej cząstkowej 
f(x + tek) — f(x) 


Ji , gdy x e D 
(1.27) Q > x= kf (x) := 10 t gay x (Sf) 
Ca , gdy z €QĄDz(/), 


gdzie D;(f) jest zbiorem wszystkich punktów z € Q, które są punktami skupienia 
zbioru QN {x +tey : t ER} w przestrzeni E(R”) i dla których istnieje granica w (1.27) 


w przestrzeni E(R%). Tu i w dalszym ciągu stale przyjmujemy, że ciąg Zıp > k + ey jest 


bazą naturalną przestrzeni liniowej (R?; +, -). Dla każdego x € Q określamy macierz 


(1.28) fia) = [Zip X Zig 2 (k, 1) > (nF (#)let)4] 


zwaną pochodną funkcji f w punkcie z, gdzie ciąg Z1, > 1 + e, jest bazą naturalną 


przestrzeni liniowej (R9; +, -). Z macierzą f'(x) można stowarzyszyć przekształcenie 


liniowe 


(1.29) R? > h V,f(h joe Ont (x) leh) (hlex)» 


I=1 


przestrzeni (R?; +, -) w przestrzeń (R%; +,-), po czym rozważać funkcjonały 


(1.30) 032 |F (al, = sup((Vzf (Bl: h E€ R A |hlp = 1}), 
(1.31) Q3 x= |f (E) :=inf(f|V.f(h)|, : h € RPA |h|„ = 1}). 
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Liczba |f’(x)|, jest w istocie norma supremum przekształcenia V,f. Ponieważ sfera 


{h e RP: |h|, = 1} jest zbiorem zwartym w przestrzeni E(R”), więc 


(1.32) If'(2)|4 = max({|Vaf(h)|q:h € R? A lhlp=1}), 2 EQ, 
(1.33) |F'(z)|- = min({|Vef(h)lqih ERA |hlp=1}), ceo. 


Jeśli p = q to dla każdego punktu x € Q macierz f'(x) jest kwadratowa, w związku z 


czym określony jest wyznacznik det f'(x), którego wartość 
(1.34) JUG) = det f'(x) 


nazywa się Jakobianem funkcji f w punkcie x. 


Uwaga 1.4. Załóżmy, że funkcja f jest ciągła z E(R”) do E(R9) a zbiór Q jest otwarty 
w E(R?). Wtedy każda funkcja Q 5 z — (0/(x)|e,,)ą € R jest borelowska dla n € 


Zip im € Ziq, a więc i mierzalna względem o-ciała M,. Jest to konsekwencją tego, 


że punktowa granica górna i dolna ciągu rzeczywistych funkcji ciągłych są funkcjami 
borelowskimi; por. [31, Theorem 25.1]. Dlatego zbiór D,(f) jest borelowski w E(R?) 
dla n € Zıp; por. [31, Theorem 25.2]. 

Załóżmy dodatkowo, że f € ACL(Q; E(R?)). Ustalmy dowolnie n € Zıp i a,b € R? 
spełniające warunek 0 F [a; b), C Q. Na mocy definicji 1.1 istnieje zbiór E, C [a; b],M 


RP a, © tej własności, że funkcja dana wzorem (1.21) jest absolutnie ciągła dla z € En 
i Hp-1 (654, (la; blo N R? an \ En ) = 0. Wtedy każda z funkcji (f|e,,)q, m € Zig, ma 
wahanie ograniczone, skąd na mocy twierdzenia Lebesgue'a o różniczkowaniu funkcji 


monotonicznej wynika, ze jest ona różniczkowalna p.w. w przedziale [aņ; bn], czyli 


(1.35) u(lan;B]JN {t ER: £+ ten €Da(f)}) =0, z€E,. 


Ponieważ zbiór D,(f) jest borelowski w E(R?), więc Da( f) € M, i stosując twierdzenie 


całkowe Fubiniego do funkcji 


1 gdy ue D,(f) 
0 gdy u £ Dn(f), 


otrzymujemy ptp([a:6]s) = p(Dn(f) Mla bly), skad pip([a;blp\Dn(f)) = 0. Korzystając z 
przeliczalnej addytywności miary dostajemy 4,(0D,(/f)) = 0 dla n € Zıp. Ostatecznie 


[a; db], 3 u > 


(1.36) #p(2\ ADN) < > mA \D, (9) = 0 


n=l n=l 


a więc dla pu,-p.w. x € Q istnieją wszystkie granice we wzorze (1.27) dla k € Zıp, czyli 


istnieją wszystkie pochodne cząstkowe w x. 
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Dla dowolnie zadanych p € N i niepustego obszaru 2 w przestrzeni E(R?) od- 


wzorowania quasiregularne w tej przestrzeni określane są na podstawie uwagi 1.4 w 


następujący sposób. 


Definicja 1.5 ([33, Sec. 10.1]). Dla dowolnych K € [1;+00) i funkcji f : Q — RP, 


f nazywa się odwzorowaniem K -quasiregularnym w przestrzeni E(R?) :< zachodzą 


następujące warunki: 


(i) f jest ciągła w E(R?); 


(ii) f jest absolutnie ciągła na liniach prostych z E(R?) do E(R?): 


fi) SIP CR <Je) < KIF dla ppw. r € O; 


(iv) J5l0j./ Pdup < +00 dla każdego k € Zıp i każdego zbioru zwartego E w E(R?) 


zawartego w Q. 


Definicja 1.6 ([33, Sec. 10.1]). Dla dowolnej funkcji f : Q > RP, f nazywa się 


odwzorowaniem quasiregularnym w przestrzeni E(R?) :& f jest odwzorowaniem K- 


quasiregularnym w przestrzeni E(R?) dla pewnego K € [1; +00). 


Odwzorowania quasiregularne w przestrzeni E(R?) będące homeomorfizmami na- 


zywają się odwzorowaniami quasikonforemnymi w tej przestrzeni. Precyzyjniej rzecz 


ujmują następujące definicje. 


Definicja 1.7 ([33, Sec. 10.7]). Dla dowolnych K € [1; +oo) i funkcji f : Q — R”, f 


nazywa się odwzorowaniem K -quasikonforemnym w przestrzeni E(R?) :& f jest home- 


omorfizmem będącym odwzorowaniem K-quasiregularnym w przestrzeni E(R?). 


Definicja 1.8 ([33, Sec. 10.7]). Dla dowolnej funkcji f : Q — RP, f nazywa się 


odwzorowaniem quasikonforemnym w przestrzeni E(R?) : f jest homeomorfizmem 


będącym odwzorowaniem quasiregularnym w przestrzeni E(R?). 


Teoria odwzorowań qusiregularnych była rozwijana przez wielu matematyków, jak 
między innymi: Martio, Rickman, Vuorinen. Fundamentalną pozycją w tej dziedzinie 
jest monografia [28]. Szereg istotnych wyników tej teorii można znaleźć również w 


książce [33]. Jednym z nich jest następujące twierdzenie. 


Twierdzenie 1.9 ([33, Theorem 10.16]). Dla dowolnych p € Zo, obszaru Q w E(R?) i 


funkcji f : Q > RP, jeśli f jest odwzorowaniem quasiregularnym w E(R?) i różnym od 


funkcji stałej, to 
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(i) p(B) = m(f(B4)) = 0, gdzie By jest zbiorem punktów rozgałęzień odwzoro- 
wania f, tzn. zbiorem wszystkich punktów x € Q takich, że f nie jest lokalnym 


homeomorfizmem w x; 


(ii) J|f](z) > 0 dla n,-p.w. z EQ. 


1.3  Zespolone odwzorowania quasiregularne 


W dalszym ciągu przyjmujemy, że wszelkie topologiczne pojęcia odnoszą się domyślnie 


do przestrzeni E(C). Niech 2 będzie obszarem niepustym. Korzystając z izometrycz- 


nej równoważności przestrzeni E(R?) i E(C) definiujemy odwzorowania quasiregularne 


płaszczyzny zespolonej następująco. 


Definicja 1.10. Dla dowolnego K € [1;+00) funkcję f : Q — C nazywamy odwzo- 
rowaniem K -quasiregularnym płaszczyzny zespolonej (alt. zespolonym odwzorowaniem 


K -quasiregularnym) :& złożenie {lo f o £ jest odwzorowaniem K-quasiregularnym w 


przestrzeni E(R?). 


Klasę wszystkich odwzorowań K-quasiregularnych płaszczyzny zespolonej określo- 
nych w Q będziemy oznaczać przez QR(Q; K). 


Definicja 1.11. Funkcję f : Q — C nazywamy odwzorowaniem quasiregularnym 


płaszczyzny zespolonej (alt. zespolonym odwzorowaniem quasiregularnym) : złożenie 


€ lo f oł jest odwzorowaniem quasiregularnym w przestrzeni E(R*). 


Klasę wszystkich odwzorowań quasiregularnych płaszczyzny zespolonej określo- 
nych w Q będziemy oznaczać przez QR(Q). 

Dalszą część tego podrozdziału poświęcimy charakteryzacji odwzorowań quasiregu- 
larnych płaszczyzny zespolonej wyłącznie w terminach analizy zespolonej. Zaczniemy 
od przypomnienia operatorów różniczkowania wykorzystywanych w analizie zespolonej 
funkcji jednej zmiennej. Podobnie jak w przypadku operatorów pochodnej cząstkowej 
danej wzorem (1.27) określamy operatory pochodnych rzeczywistych przyporządkowu- 
jące funkcji f : Q > C funkcje 
(1.37) enado la gdy z €DZ(J) 

0 , gdy z € Q \ Dx(f), 


f(2 +t) — FC) 
t 


gdzie D,(f) jest zbiorem wszystkich punktów z € Q, które są punktami skupienia 
zbioru QN {z +t:t e R} i dla których istnieje granica w (1.37), oraz 
_ f(z + it) — f(z) 
lim , gdy zED 
(1.38) Q S z = Of(z) := 410 t > Vf) 
0 „gdyzeQĄD;(f), 
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gdzie D,(f) jest zbiorem wszystkich punktów z € Q, które są punktami skupienia 


zbioru QN {z + it : t € R) i dla których istnieje granica w (1.38). Za pomocą operato- 


rów O, i O, definiujemy operatory pochodnych formalnych 
1 = 1 
(1.39) OR z (Óx —id,) oraz 0 :— 9 (Ox + id,). 


Ze wzorów (1.39) wynika, ze dla każdego z € D,(f) N Dy(f) obie granice w (1.37) i 
(1.38) istnieją i 


(1.40) df(z) = Of(z) + Of(z) oraz 0,f(z) =i(Of(z) — Of(2)). 
Ze wzorów (1.39) wynika również, że 
(1.41) Of(z) = Of(z) oraz Sf(z) =8f(2), z€ D(f) NDF). 


W dalszym ciągu tego podrozdziału stale zakładamy, że Q jest obszarem niepustym 
i dla dowolnej funkcji f : Q — C, 


(1.42) f:r=lofol: HQ) R?, 


gdzie £ jest odwzorowaniem określonym wzorem (1.15). Za pomocą odwzorowania £ 


indukujemy na zbiór C, o-ciało zbiorów Lebesgue'a w R* i dwuwymiarową miarę Le- 


besgue’a u w standardowy sposób: 


(1.43) Me := {A € 2 : OHA) € Mo} 
(1.44) Me 3 A> pe(A) := (07 (A)); 


por. np. [19, Rozdz. V, 84]. 


Lemat 1.12. Dla dowolnych f : Q — C iz EQ zachodzą równości: 


(1.45) D.(f) = £(D:(7)) i Dy(f) = £(D>(/)) 
(1.46) Og] (2): = 46 ðf o Fa @&flz)= £0 Oof o £7'(2). 


Dowód. Ustalając dowolnie funkcję f : Q — Ciz € Q widzimy, że dla każdego 
tER \ {0}, jeśli z +t € Q to 


F(z +t) — f(x) _ Lo F(z +t)) — £0 fe") 
t t 
_ bo F(z) + te) — Lo f(£7!(2)) 
t 
= (EE + że) — Lem) 
t 
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oraz jeśli z + it € Q to 


f(2+it) — f(z) _ Lo f(E'(z + it)) — Lo F(E (2) 


t : t 4 
_ bo f(67'(2) + teg) — Lo f(67!(2)) 
t 
= (Mette) AC) 
t 


Porównując wzory (1.37) i (1.38) ze wzorem (1.27) otrzymujemy na mocy wzoru (1.16) 


równości (1.45) i (1.46), co kończy dowód. 


Lemat 1.13. Dla dowolnych f:0>CizeEQ, 
(1.47) JG) = AIT) = lOF(2)P? — |AF@)P. 


Dowód. Ustalmy dowolnie f : Q — C iz € Q. Ze wzorów (1.34) i (1.28) wynika, że 


gdzie z := £"'(z). Stąd na mocy lematu 1.12, 

(L? o Oxf (z)le1)2 (E 00,f(z)|e>)2 
(Cod, f(z)le)2 (67! 00,f(2)|e2)2 
Reds f(z) Imo, | 


(1.48) JA (2) = det | 


= det 
Red, f(z) Imd,f(z) 


= ala ) + à f(x 2. ja R 
= Sia JO F (2) — Of OFC sej 


Stosując teraz równości (1.40) dostajemy 


IAE) = 5] OFS + FOO -8/(2) 
+ (Of (2) +ÓF(2) OF - DF) 


= 0[(2)0f(2) — 0/(2)0f(2) 
= |0f(2)|? — lof(z)P, 


czego należało dowieść. 
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Lemat 1.14. Dla dowolnych f : Q — C iz E€ Q zachodzą następujące równości: 


(1.49) FC) = AFI + OF: 
(1.50) FEE- = [ef (ai - rl 


Dowód. Ustalmy dowolnie f : Q — C iz € Q. Ze wzoru (1.29) wynika, ze 


2 


VÄO =EL AFO hle) hE. 


I=1 k=1 
gdzie x := £"'(z). Stąd na mocy lematu 1.12, 


2 


Vaf (ER) = Y (6 0 8x f (2)le1)2 (4 (h)le1)2 + (ET 0 0, F(Z) exr)2(E (A) lea) 2) ex 


I=1 
= (Red, f(z) Reh + Red, f(z) Imh)eq 
+ (Im 0, f(z) Reh + Im 0, f(z) Im h)eo, 
co wobec równości (1.40) daje 
L(V FU (A))) = (Red, f(z) Reh + Red, f(z) Im h) 
+ i(Im 0, f(z) Reh + Im 0, f(z) Im h) 
= 0, f(z) Reh + 0, f(z) Imh 
= (Of (2) + Of (2)) Reh +i(0f(2) — 0f(2)) Imh 
= Of (z)h+ Of (z)h. 


— 


Stąd na mocy wzoru (1.17) i równości (1.32) dostajemy 


(1.51) |F'(2)|+ = max(f|V.f(h)|a : h ER? A |k|» = 1}) 
= max(f|E(Vz/(E"'(h)))| : h € CA|h| = 1)) 
= max({|0f(2)h + 0f(2)h| : h € CA |A| = 1}), 
i podobnie, korzystając z równości (1.33), mamy 


(1.52) f(3)|- = min({[Of(2)h + 0f(Z)K| : h € CA [Al = 1). 


Istnieją a, 8 € R takie, że Of(z) = |Of(z)|e* i Of (z) = |0f(z)|e'”. Przyjmując hı := 


„B-a , j 
e 2 ihg:=ih 


dostajemy 


0f(z)ła + Of(z)łu| = MOST + Jf (lee 


: a+8 


e (IAF BEE) 
= |ð f(2)| + 1f ()| 
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Oraz 


[0f(2)ha + f(z)fa| = [OF (2e er + [DF (2) elie! 


a+8 


= he ([07(2)|- [6/(2)/)| 
= |ð f(|- |7(2)||. 


Z drugiej strony, dla kazdego h € C, jesli |h| = 1 to 
10f(2)h + Of (z)h| < |0f(z)h| + OF Al = |0f(2)| + |0f(2)| 


Oraz 
BFA + IFA > |0f(2)h| - IEA = ||0/(2)| — |0F(2)||. 
To łącznie z (1.51) i (1.52) daje odpowiednio równości (1.49) i (1.50), co kończy dowód. 


Twierdzenie 1.15. Dla dowolnych f : Q — C i K € [1;+00), f € QR(Q;K) wtedy i 
tylko wtedy, gdy funkcja f spetnia następujące warunki: 


(i) f jest ciągła; 

(ii) f € ACL(Q;E(C)); 
(iii) Zare) +|0/(2)])* < J[/](2) < KUF) — |OF(2)|)? dla pe-p.w. z € Q; 
(iv) fe(lð f|? + |Of|?)due < +00 dla każdego zbioru zwartego E CQ. 


Dowód. Ustalmy dowolnie funkcję f : Q — C. Ponieważ £ jest izometrią przestrzeni 


E(R?) na przestrzeń E(C), więc 


(1.53) f jest funkcją ciągłą © f jest funkcją ciągłą w E(R?). 


Ponadto na mocy definicji 1.2, 


(1.54) f € ACL(Q;E(C)) & f € ACL(¢€-1(Q); E(R”)). 


Załóżmy, że f jest funkcją ciągłą. Wtedy f jest funkcją ciągłą w E(R*), i w konsekwencji 
wszystkie funkcje £ 1(Q) 3 z > (Oxf (x)Ie1)2 € R sa borelowskie dla k,l € Z12, a więc 


i mierzalne względem o-ciała M; por. uwaga 1.4. Ponieważ dla każdego x € £ !(Q), 


2 
>: (Ont (z x)le1)5 Dir = [dx (x +) k € Zip, 
I=1 
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więc funkcje (-1(Q) 3 x > |, f(x)|3 € R są również mierzalne względem o-ciała Mo 
dla k € Zi 9. Z lematu 1.12 wynika ponadto, ze dla każdego z € Q, 

An FEZ) = E o Au FE) = |0./(2)| 

(ðf e)l = Lo Af EDI = |0,/(2)|. 

Dlatego na mocy wzoru (1.43) funkcje Q > z — |0,f(z)| iQ > z + |O,f(z)| są 


(1.55) 


mierzalne względem o-ciała My. Ponadto ze wzorów (1.39) wynika równość 
3 1 
(1.56) oj + IF = (ff + AFP) na 9. 


Całkując przez podstawianie ([3, Theorem 1.6.12], [30, Rozdz. VII, §5]) widzimy, ze dla 
każdego zbioru E C Q, jeśli Æ € M; to na mocy równości (1.55) i (1.56) oraz wzorów 
(1.43) i (1.44), 


as) 2f (lar +1OFP ame = f (JAF + lyf?) anu 
= ACTA |A2f oe 2) du 


= f „(laf + af) dro 


LICE) 


Ponieważ / jest izometrią przestrzeni E(R?) na przestrzeń E(C), więc zbiór E jest zwar- 


ty wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór /£ !(E) jest zwarty w E(R?). To łącznie z równością 


(1.57) daje równoważność 
(1.58) Í (lof? + Of?) due < +00 dla każdego zbioru zwartego E C Q 
E 


wtedy i tylko wtedy, gdy 


(1.59) ACTE + CADET <+ dla każdego zbioru zwartego E C £7'(Q) 


w przestrzeni E(R”). 


Niech K € [1; +oo) będzie dowolnie zadane. Z lematów 1.13 i 1.14 wynika, że dla 
każdego z € Q, 


UGODĘ < JPME) < KIFE E) 


wtedy i tylko wtedy, gdy 


Lare) + FI) < JI/](2) < KIFE) — 3E. 


Ta równoważność wraz z równoważnościami (1.53), (1.54) i (1.58) <= (1.59) oznacza, 
że dla wszystkich K € [1;+00) i f: Q — C warunki (i)-(iv) twierdzenia 1.15 są 


równoważne odpowiednio warunkom (i)-(iv) definicji 1.5 z f := fip:= 2. Stąd wobec 


definicji 1.10 wynika twierdzenie, co kończy dowód. 
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Warunek (iii) w twierdzeniu 1.15 można uprościć korzystając z następującego le- 


matu. 


Lemat 1.16. Dla każdej funkcji f € QR(Q) różnej od funkcji stałej, |Of(z)| > 0 dla 
Lu-p.w. z EQ. 


Dowód. Ustalając dowolnie funkcję f e QR(Q) różną od funkcji stałej widzimy na 


mocy definicji 1.10, że f : (7!(Q) — R? jest odwzorowaniem quasiregularnym w E(R?) 
różnym od funkcji stałej. Z twierdzenia 1.9 wynika, że J[f|(z) > 0 dla pig-p.w. z € 
OIO). Stąd na mocy lematu 1.13, |Of(z)|? — |Of(z)|? > 0 dla py-p.w. z € Q. Dlatego 


|Of(z)| > 0 dla wy-p.w. z € Q, co dowodzi lematu. 


Wniosek 1.17. Dla dowolnych f : Q — C i K € [1; +00), f € QR(Q;K) wtedy i tylko 
wtedy, gdy funkcja f spełnia następujące warunki: 


(i) f jest ciągła; 

(ii) f € ACL(Q;E(C)); 
(iii) (10/(2)| + |OF(z)|) < K(|0f(2)| — |OF(z)|) dla pe-p.w. z € Q; 
(iv) Je(l0f|? + |Of|2)due < +00 dla każdego zbioru zwartego E C Q. 


Dowód. Ustalmy dowolnie f : Q — C i K € [1;+00). Zauważmy, że jeśli f jest 
funkcją stałą to spełnia ona w oczywisty sposób warunki (i)-(iv) wniosku i twierdze- 
nia 1.15. Możemy więc założyć, że f : Q — C nie jest funkcją stałą. Ustalmy dowolnie 
f € QR(Q; K). Stosując twierdzenie 1.15 stwierdzamy na mocy warunku (iii) tego 


twierdzenia oraz lematu 1.13, że dla py-p.w. z € Q, 


(1.60) [3f (2) + IIF)? < J[/](2) = l0f(2)|” — AF). 


1 
Pa 
Z lematu 1.16 wynika, że |Of(z)| + |Of(z)| > 0 dla py-p.w. z € Q. Dzieląc więc obie 
strony nierówności (1.60) przez |Of(z)|+|Of(z)|, gdy z € Q spełnia ostatnią nierówność, 
otrzymujemy warunek (iii). Pozostałe warunki (i), (ii) i (iv) wniosku i twierdzenia 1.15 
pokrywają się, co dowodzi wniosku w stronę (=). 

Na odwrót, załóżmy, że funkcja f spełnia wszystkie warunki wniosku. Z warunku 


(iii) wnioskujemy na mocy lematu 1.13, ze dla py-p.w. z € Q, 


(16F(2)| + IF? < K(f) — 104(2)])(107(2)| + |0/(2)]) 
= K(|Əf (2)? — |f(2)[”) = K JIS) 
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Oraz 


JIA) = lOF(2)P — F = (OF (z)| — 10 (2))(18# (2) + [07(2)|) 
< K(I6f(2)| — |0f(2)])”. 


Dlatego zachodzi warunek (iii) twierdzenia 1.15. Pozostałe warunki (i), (ii) i (iv) wnio- 
sku i twierdzenia 1.15 pokrywają się, a więc funkcja f spełnia wszystkie warunki twier- 
dzenia 1.15. Dlatego f € QR(Q; K), co dowodzi wniosku w stronę (=). 


Obie implikacje dają łącznie równoważność, co kończy dowód. 


Uwaga 1.18. Klasa QR(Q) jest rozszerzeniem klasy Hol(Q) wszystkich funkcji holo- 
morficznych w obszarze Q. Zauważmy bowiem, że funkcja f : Q — C jest holomorficzna, 


gdy spełnia następujące warunki: 
(i) f jest ciągła; 
(i) f € ACL(Q;E(C)): 
(iii) Of (z) = 0 dla pe-p.w. z € Q; 


(iv) Jz(l0f| + |Of])duc < +00 dla każdego zbioru zwartego E € Q. 


W celu wykazania tej własności ustalmy dowolnie a € Q. Istnieje wówczas R € R, 


taki, że D(a,2R) C Q. Z warunków (i), (ii) i (iv) wynika na mocy [18, Lemma 7.1, 
p. 155], że 
ð f(u) 


1 p flu) Piz 
— d ‘==, | f d , D z p 
f(z) 2mi I u— z 5 T Z D(a,R)\D(z,r) U — Z Po, GABI 


gdzie [0; 27] > t > q(t) := a + Re". Uwzględniając teraz warunek (iii) dostajemy 


CEE 


źmriJyu-z 


du, z€ D(a, R). 


Stąd f|pia,z) € Hol(D(a, R)), i z uwagi na dowolność wyboru a € Q, f € Hol(Q). Z po- 
wyższej własności wynika ważny związek pomiędzy odwzorowaniami quasiregularnymi 


a funkcjami holomorficznymi w obszarze (2 wyrażony przez równość 
(1.61) QR(9; = Hel(Q); 


Innymi słowy każda funkcja f : Q — C jest funkcją holomorficzna wtedy i tylko 
wtedy, gdy jest odwzorowaniem 1-quasiregularnym płaszczyzny zespolonej. Wynik ten 


pochodzi od Weyla przy dodatkowym założeniu, że funkcja f jest homeomorfizmem; 
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por. [34, Theorem 1.14], [1, Chap. V, Sec. B]. Przedstawimy pokrótce dowód równości 
(1.61) wychodząc z definicji 1.11 i twierdzenia 1.15. 

Ustalmy dowolnie f € Hol(Q). Uwzględniając standardowe własności funkcji ho- 
lomorficznych widzimy, że f spełnia warunki (i), (ii) i (iv) wniosku 1.17. Ponadto f 


spełnia równania Cauchy-Riemanna 
0, Re f(z) = 0,Im f(z) i 0,Ref(z) = —0.Imf(z), zeQ, 


które z uwagi na wzory (1.39) można wyrazić krótko Of(z) = 0 dla z € Q. W konse- 
kwencji warunek (iii) wniosku 1.17 zachodzi ze stałą K := 1. Dlatego f € QR(Q; 1), co 
dowodzi inkluzji Hol(Q) € QR(Q; 1). Na odwrót, ustalmy dowolnie f € QR(Q; 1). Ko- 
rzystając ponownie z wniosku 1.17 stwierdzamy, że zachodzą warunki (i) i (ii). Ponadto, 
z warunków (iii) i (iv) wniosku 1.17 wynikają warunki (iii) i (iv). Dlatego f € Hol(Q), 
co prowadzi do inkluzji QR(Q; 1) c Hol(Q), która wraz z wykazaną juz inkluzją prze- 


ciwną daje równość (1.61). 


Uwaga 1.19. Z wniosku 1.17 wynika, że złożenie funkcji holomorficznej z odwzorowa- 
niem quasiregularnym jest odwzorowaniem quasiregularnym. Dokładniej rzecz ujmując, 
dla dowolnych K € [1; +oo), f € QR(Q; K), obszaru 1 i g € Hol(’), jeśli f(Q) c Q 
to go f € QR(Q; K). Biorąc bowiem pod uwagę warunek (i) wniosku 1.17 widzimy, ze 
funkcja go f jest ciągła. Ponieważ g € Hol(f(Q)), więc 


d(g o f(z) = 9 (F(Z))AxF(z) i algo f(z) = g(F(2))A,f(2), z € Dx(f) ND, (P). 
Stąd na mocy wzorów (1.39) 
(1.62) Ago f)(z) = g(F(2))0/(2) i lg o f(z) = g(F(2))0/(2), 

z € Dx(f) A Dy(f). 


Ponadto dla każdego zbioru zwartego Æ C Q, f(E) jest zbiorem zwartym, i w konse- 


kwencji g'(f(£)) jest zbiorem zwartym. Dlatego 
(1.63) Mg := sup(flg (2)| : z € f(E)}) < +oo, 


dla każdego zbioru zwartego Æ € Q. Ustalając dowolnie przedział niepusty [a;b] € Q 


widzimy, że funkcja f jest jednostajnie ciągła w tym przedziale. Ponieważ /f([a;b|) jest 


zwartym podzbiorem obszaru Q’, więc istnieją n € Nin € R, o tej własności, że 


(1.64) Ff ([@x.13 bral) C D(ak.1,1) C cl(D(ax1,7)) G v, k,l € Zi: 


gdzie dla dowolnych k,l € Zi», 


— ] 
ag := A+ "= Re(b— a) +i Im(b—a) i bkı:=a+ * Re(b— a) titm- a) 
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Na mocy warunku (ii) wniosku 1.17, f e ACL(Q; E(C)), a więc funkcja f spełnia wa- 
runki (i) i (ii) twierdzenia 1.3 dla każdego z przedziałów lag: bę]. Z (1.63) i (1.64) wyni- 


ka, że funkcja g spełnia warunek Lipschitza w każdym kole domkniętym cl(D(ax1,7)). 
Dlatego dla każdego z przedziałów [ax 1; bki| złożenie go f spełnia warunki (i) i (ii) 
twierdzenia 1.3 w miejsce funkcji f, i tym samym spełnia je dla całego przedziału [a; b]. 
Stosując ponownie twierdzenie 1.3 widzimy, że go f € ACL(Q;E(C)). Wychodząc 
zaś z warunków (iii) i (iv) wniosku 1.17 stwierdzamy na mocy (1.62) i uwagi 1.4, że 


odpowiednio: 


(109 © F)(2)| + 10(9 0 AED = EEIE + E) 
< Klg'(F(2)) UF (2) — BF) = K(l0(g o F)(2)1 — (ge AN 


dla j4/-p.w. z € Q oraz dla każdego zbioru zwartego E € Q, 
[lage OR + 1890 AP due < uż | (laf? + BFP ape < +00. 


Zatem złożenie go f spełnia wszystkie warunki (i)-(iv) wniosku 1.17 w miejsce funkcji 
f, i tym samym go f € QR(Q;K). 


Rozdział 2 


Twierdzenia o podniesieniu funkcji 
ciągłej i różnowartościowej w 


zbiorze radialnym 


W tej części skupimy uwagę na równaniu funkcyjnym 
(2.1) eh) = f(e), ze D, 


z funkcją niewiadomą p : D — C, gdzie D jest zadanym pasem horyzontalnym, zaś 
f : D' = C \ {0} jest funkcją zespoloną ciągłą w zbiorze D’ := {e} : z € D}. Idąc na 


skróty, rozwiązanie równania (2.1) często bywa wyrażane w postaci 


(2.2) Devis -log(f(e")). 


gdzie log jest dowolnie zadaną gałęzią funkcji logarytmicznej; por. np. [16, (2.9)]. Jed- 


nak interpretacja tego wzoru jako złożenie funkcji logarytmicznej log z funkcją f nie 


ma sensu, gdy f przyjmuje wartości w zbiorze dwu-spójnym, np. f(D’) = DĄ {0}, 
gdzie funkcja log jest nieokreślona. Wtedy wzór (2.2) należy traktować lokalnie, czyli 


w stosownie małych otoczeniach D(p,r,) N D w miejsce zbioru D, p € D. Stosując 


twierdzenie o monodromii można, przy pewnych dodatkowych założeniach na funkcję 
f, wykazać istnienie rozwiązania globalnego równania (2.1); por. np. [13, Remark 3.3], 
29, Chap. 16]. Jeśli D = C, := {z € C : Imz > 0} i f jest homeomorfizmem koła 


) na siebie zachowującym punkt 0, to istnienie rozwiązania równania (2.1) wydaje się 


być faktem dość intuicyjnym. Niemniej jednak, precyzyjny jego dowód wcale nie jest 
oczywisty. Ponieważ istnienie rozwiązań równania (2.1) i badanie ich własności odgry- 
wa kluczową rolę w tej pracy, więc zagadnienie to zostanie potraktowane z dużą dozą 


staranności w kolejnych trzech podrozdziałach, opracowanych na podstawie pracy [13]. 
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Przy tym z dowodów lematu [13, Lemma 3.1] i twierdzenia [13, Theorem 3.2] zostały 
usunięte usterki. W celu wykazania istnienia rozwiązania równania (2.1) (lemat 2.7 i 
twierdzenie 2.8) odwołujemy się tutaj do klasycznego twierdzenia Eilenberga; por. [9, 
Théorème 1, p. 75], [17, Chap. XXI, 83]. 

Ostatni czwarty podrozdział jest poświęcony charakteryzacji geometrycznej odwzo- 
rowań quasikonforemnych płaszczyzny zespolonej, gdzie rezultaty z podrozdziału 2.3 
zostały wykorzystane do określenia orientacji homeomorfizmu w płaszczyźnie zespolo- 


nej. 


2.1 Fakty pomocnicze 


W celu zapewnienia ogólności rozważań wprowadzamy następujące pojęcie. 


Definicja 2.1. Zbiór A nazywamy zbiorem radialnym :> A C C \ {0} oraz zachodzi 


następujący warunek 


(2:3) zE A= TO, hk) CA, zEC. 


W szczególności dla dowolnych r, R € Rx, pierścień otwarty D(0; r, R) i pierścień 


domkniety cl(D(0; r, R)) są zbiorami radialnymi. Dla dowolnego zbioru radialnego A i 
dowolnej funkcji ciągłej f : A — C\{0} definiujemy klasę Log(f) złożoną ze wszystkich 
funkcji ciągłych p : Ei(A)  C spełniających następujący warunek 


(2.4) fle”) =e", ze Ei(A), 
gdzie 
(2.5) Ei(A) := {z EC:e*€ A}. 


W szczególności dla wszystkich r, R € R, jezeli 0 < r < R, to 


(2.6) Ei(D(0;r, R)) = {z E C: — log R < Imz < —logr} 
oraz 
(2.7) Fi(cl(D(0; r, R))) = {z E€ C: — log R < Imz S —logr}. 


Definicja 2.2. Dla dowolnego zbioru radialnego A oraz funkcji ciągłej f : A > C\ {0} 
obiekt p € Log( f) nazywamy reprezentacją wykładniczą funkcji f. 


Lemat 2.3. Niech A będzie spójnym zbiorem radialnym, f : A > C\ {0} będzie funkcją 
ciągłą oraz p € Log(f). Wówczas dla każdej funkcji d : B — C, gdzie B := Ei(A), 
wv E€ Log(f) wtedy i tylko wtedy, gdy w jest funkcją ciągłą oraz istnieje n € Z taki, że 


(2.8) Y(z) — (z) =2an, 2€ B. 
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Dowód. Ustalmy A, f i o spełniające założenia lematu oraz funkcję v : B — C. 
Załóżmy najpierw, że v € Log(f). Wówczas 


e 6) = f(e*) =e”), ze B, 


i w konsekwencji 
eve) — gii) iQ) — 1 ze B. 


Zatem 


1 


(2.9) x 


(d(z) — p(z)) EZ, z€B. 


1 

Ponieważ funkcje w oraz ọ są ciągłe w zbiorze spójnym B, więc z” — g) jest funkcją 
T 

stałą, co daje własność (2.8) dla pewnego n € Z. Odwrotnie, załóżmy, że v jest funkcją 


ciągłą spełniającą warunek (2.8) dla pewnego n € Z. Wówczas dla każdego z € B, 


el?) = el(v(z) +27) = el? (2) erin = ei?) = pes): 


co oznacza, że w € Log(f). 


Lemat 2.4. Niech A będzie spójnym zbiorem radialnym oraz niech p,q € B := Ei(A). 
Wówczas dla każdej funkcji ciągłej f : A — C \ {0}, jeśli Log(f) 40 oraz 


(2.10) fle?) = e$, 
to istnieje dokładnie jedna funkcja p € Log(f) taka, że p(p) = q. 


Dowód. Ustalmy A, p, q oraz f spełniające założenia lematu. Wówczas istnieje % € 
Log(f), co łącznie z (2.10) daje 


ei?) — f(e?) = ei. 

Stąd q = $(p) + 2mn dla pewnego n € Z. Przyjmując p := @ + 2mn wnioskujemy 
z lematu 2.3, że p € Log(f) oraz (p) = q. W celu udowodnienia jednoznaczności 
p ustalmy dowolnie w € Log(f) spełniający równość v(p) = q. Stosując ponownie 
lemat 2.3 widzimy, że warunek (2.8) zachodzi dla pewnego n € Z, i w konsekwencji 


w — p jest funkcją stałą. Zatem 


V(z)-p(z)=v(p)-plp)=q—q=0, z€EB, 


a więc Y = y, co kończy dowód. 
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Uwaga 2.5. Wiadomo, że dla dowolnej funkcji ciągłej f : T — T istnieje funkcja 


ciągła y : R > R spełniająca następujący warunek 


(2.11) fle) =e, teR. 


Jest to klasyczny wynik z topologii algebraicznej dotyczący grupy podstawowej okręgu 
jednostkowego; por. np. [11, Chap. 1], [15, Chap. 16]. Ten rezultat jest także bardzo 
użyteczny w analizie zespolonej; por. np. [8, Sec. 3.3], [23, Sec. 2.1 and 3.1]. Na mocy 


definicji 2.2, każda funkcja ciągła p : R — C spełniająca warunek (2.11) jest repre- 


zentacją wykładniczą danej funkcji ciągłej f : T — T, co oznacza, że y € Log(f), a 
więc Log(f) 4 0. Ponieważ T jest spójnym zbiorem radialnym, więc lematy 2.3 i 2.4 


mają zastosowanie do zbioru A := T. Na mocy wzoru (2.5), Ei(A) = R, zaś z warunku 


(2.11) wynika, że 6 : R — R dla p € Log(f). Co więcej, z lematów 2.3 i 2.4 wynika, ze 
istnieje dokładnie jeden p € Log(f) taki, ze 


(2.12) 0 < (0) < 2r. 


Zatem reprezentacja wykładnicza g funkcji f jest jednoznacznie wyznaczona przez 
warunek (2.12). 


Lemat 2.6. Dla dowolnych funkcji ciągłych f,g : T > T, jeżeli 


(2.13) fw) -o< V3 ueT, 
to dla wszystkich p € Log(f) iv € Log(g) istnieje n € Z taki, ze 
RT f(e”) 
(2.14) p(t) — v(t) = arcsin | Im le) +2rn, tER. 
gle 


Dowód. Mając dane funkcje ciągłe f, g : T — T spełniające warunek (2.13) dostajemy 


AO | = OO fea- gta) < VE eT, 


g(u) g(u)| 
oraz f(u)/g(u) € T dla u € T. Zatem 
I) 9 orz im) oa, u 
(2.15) Re To >0 | a) <1, ET. 


Rozważmy funkcję 


R > te a(t) := arcsin (m 


f a 
g(e*) 

Wówczas dla dowolnie ustalonego t € R, a(t) € (—r/2;r/2) oraz 
f(e*) 
ge") 


ea) = cos(a(t)) + isin(a(t)) = cos(a(t)) + i Im 
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a to implikuje 


Ie) 
gle”) ) ` 


E FO GEO 
= (Rest) | ( o | 


Stąd, korzystając z pierwszej nierówności w (2.15), mamy 


flet) _ R F) 


; 2 
d'en = (cos(a(t))) + (m 
Z drugiej strony 


fie") 
g(e*) 


=| 


des = Te) = | cos(a(t))| = cos(a(t)). 
Zatem 
gia(t) = cos(a isin(a = Le Hilm = = 
(2.16) (a(t)) + isin(a(t)) = Re Tezy + ilm DE 


Ponieważ f i g sa funkcjami ciągłymi, więc funkcja a jest ciągła, a tym samym dla 


dowolnie zadanych y € Log(f) iw € Log(g), funkcja 6 := p—v — a jest również 


ciągła. Z drugiej strony, z (2.16) otrzymujemy 


. ipt) y. it it 
iLO _ © foo = AD [FD =1 te 


EMO) g(eit) 


A 


skad =~ B(E) € Z dla t € R. Istnieje więc n € Z taki, ze G(t) = 2mn dla t € R, co 


dowodzi własności (2.14). 


2.2 "Twierdzenie o istnieniu reprezentacji 


wykładniczej funkcji 


Głównym celem tego rozdziału jest wykazanie, że Log(f) Æ 0 przy założeniu ciągło- 


ści i różnowartościowości funkcji f : A — C \ {0} w spójnym zbiorze radialnym A. 


Zaczniemy od wykazania następującego lematu pomocniczego. 


Lemat 2.7. Niech r, RER i p,q € C będą takie, ie 0 < r <Rip,q € B := Ei(A), 
gdzie A := cl(D(0; r, R)). Wtedy dla każdej funkcji ciągłej i różnowartościowej f : A + 


C \ {0} spełniającej równość 


(2.17) fle?) = elf 


istnieje dokładnie jedna funkcja p € Log(f) spełniająca warunek (p) = q. 
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Dowód. Ustalmy dowolnie r, R, p, qi f spełniające założenia lematu. Ponieważ A 
jest zbiorem zwartym, zaś f jest funkcją ciągłą w zbiorze A, więc istnieją ¢,€ € A 


spełniające następujący warunek 


(2.18) FOS IFW <A], we A. 


Dalszą część dowodu rozdzielimy na dwa uzupełniające się przypadki. 
Przypadek I, gdy {¢,€} Nr; R] = Ø. Wtedy istnieje zbiór spójny T € A \ [r; R] 
zawierający punkty ¢ oraz €. Przyjmując 


(2.19) E := {tf (C) : t € [0;1]} U f(T) U {ef (€) : t € [1; Foo) j U {oo}, 


widzimy, że 0,00 € E C € := CU {ov}. Z ciągłości funkcji f wynika, że obraz f(T) jest 
zbiorem spójnym. Ponieważ f(¢), f(£) € f(T), ze wzoru (2.19) wnioskujemy, że E jest 
zbiorem spójnym w rozszerzonej płaszczyźnie zespolonej E(Ć) = (C, pc), gdzie p, jest 
metryką cięciwową w €. Z różnowartościowości funkcji f mamy f([r: RJ) n f(T) = 0. 
To łącznie z (2.18) i (2.19) daje EN f([r; R]) = 0. Zatem punkty 0 oraz oo nie należą 
do różnych spójnych składowych zbioru €  f([r; R]) w przestrzeni E(C). Ponieważ 
przedział |r; R] jest zbiorem zwartym oraz odwzorowanie f jest ciągłe, więc f([r; R]) 
jest zbiorem zwartym. Dlatego istnieje funkcja ciągła L : f([r; R]) — C spełniająca 


następujący warunek 


(2.20) MM y, ue ffr; R]), 
co jest konsekwencją klasycznego twierdzenia Eilenberga; por. [9, Théorème 1, p. 75], 
[17, Chap. XXI 83]. Ponieważ e € [r; R] c A dla t € I := |— log R; — logr], więc 
funkcja 

1 2 = 
(2.21) Tate X(t) = = (L(fle ')) — log |f (e™)]) 
jest dobrze określoną funkcją ciągłą. Dla każdego y € I funkcja 

(e *u) 

2.22 Tour flu) := —— 
oe KO Teva) 


jest ciągła i f,(T) C T. Z uwagi 2.5 wynika, ze dla dowolnie ustalonego y € I ist- 
nieje $, € Log(f,). Wówczas ef = f,(1). Z drugiej strony, łącząc (2.21) z (2.20) 
dostajemy 

7 = -y 

GA) — Lere = FE) _ (4) 


Zatem e'$0) = e®) dla y € I, a więc istnieje funkcja u : I — Z taka, ze $,(0) —A(y) = 
2ru(y) dla y € I. Przyjmując teraz 


(2.23) Py = $y,—Zruly), ye, 
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otrzymujemy 
(2.24) el = Ay), YEL 


Z lematu 2.3 wynika, że p, € Log(f,) dla y € I. Ze wzoru (2.22) dostajemy 


(2.25) feet) = flee) = fyl) |f (ee) 


— ivy) glog|f(e¥e) 


= eilev(z)-ilog|f(e"ve")|) TE R, y € I. 
Skupimy się teraz na pokazaniu, że funkcja 
(2.26) B 5 x +iy | d(x + iy) = p(z) — ilog|f(e Ve")| 


jest ciągła. Z uwagi na ciągłość funkcji B > z + log|f(e”)| wystarczy pokazać, że 
funkcja B > z +iy + p(x) jest również ciągła. Ponieważ f jest funkcją ciągłą, 
0 ¢ f(A) i A jest zbiorem zwartym, więc f/|f| jest funkcją jednostajnie ciągłą. Stąd 


dla dowolnie ustalonego e € R. istnieje 09 € R+ o tej własności, że 


u) 16) 
wl 1/0) 


Stosując twierdzenie Lagrange'a o wartości średniej do funkcji I 5 t = e™ mamy 


(2.27) lu — v| < ðo > # < min({e, V2}), wveA. 


le — e™%] < sup|—e "|: |ti — to] < Ry — tb), tit EL, 
tel 


gdyż —t < log R dla t € I. Ponieważ A jest funkcją ciągłą na zbiorze zwartym I, więc 


À jest jednostajnie ciągła na J. Zatem istnieje 6; € R. o tej własności, że 


(2.28) t = təl < ôi > |A(t1) = A(t2)| <1, 4,40€ I. 


Ustalając dowolnie y1, y2 € I załóżmy, że |y — y2| < 02 := min(£60/R,6,)). Wtedy dla 


każdego x € R, e Ve” € A, ee” € A oraz 


ję Ve” — ee] = ||, |e i! — e™] < ôo. 


Łącząc ten fakt z (2.27) dostajemy na mocy wzoru (2.22), 


[fn (E) — fal) < V2. x ER. 
Stąd na mocy lematu 2.6 wynika istnienie n € Z takiego, że 


Ju e 
WAG 


(2.29) Py, (£) — py, (x) = arcsin (m | +2mn, LER. 
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W szczególności, dla x := 0 wnioskujemy z (2.24), że 


2a|n] < Aly) — A(Y2)| + 


Pó) 
AZJA 


arcsin (m 


skąd na mocy (2.28), 


|n| < > + a <1 

PE OR de de 

Dlatego n = 0, co łącznie z (2.29) daje 

230) lyi = va < 62> fe Ct) = (ol = faesin (1m 2S 
PAG 


x ER, y, y2 € I. 


Ustalmy z = £o + iyo € B. Wówczas dla dowolnie zadanych z € R oraz y € I, 


u:=e'P+W € Ai v:= elt) € A. Korzystając z warunku (2.27) otrzymujemy 


At) | | (A) _ 
m EZ ak rz 1) 
fale) - 
E Tale) 
_| fa) / f) A 
FWI/ |F0)| 
_|f@) flv) 
=O [FCT] > 


przy założeniu, ze |y — yo| < 02. Stąd i z warunku (2.30) mamy 


(2)| + lev (©) — Pn (20) 
fe) | 

Fale) 
< JE + kow(2) — Py(aojl, 


|Py(r) — Potro) < [Yy(L) — Py 


< 


+ |2y (1) m Pyo(Xo)| 


arcsin (im À 


gdy |y — yo| < 62. Ponieważ funkcja g,, jest ciągła, więc istnieje 63 € R4 taki, ze 


|x : xol < 03 = (Pu (x) = Pyo(Xo)| <E TE R. 


Przyjmując zatem 0 := min({ô2, 63}) dostajemy 
|z = zo| < 6 > |py(£) — py(to)| < 3€, z=zr+iyEB, 


a więc funkcja B 5 x +iy + yy(z) jest ciągła w każdym punkcie zọ € B. Dlatego 
funkcja v określona wzorem (2.26) jest ciągła. To łącznie z (2.25) i (2.26) oznacza, że 
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ÿ € Log(f), czyli Log(f) 0. 
Przypadek II, gdy {¢, £} M [r; R] 4 0. Wówczas istnieje a € Ro tej własności, że 
{etc e€} N [r; R] = 0. Przyjmując 


(2.31) A 3 u> f(u) = f(u) 
widzimy, że f:A>C \ {0} jest funkcją ciągłą i różnowartościową. Z (2.18) mamy 


LF(e*0)| < |f(u)| < |f(e"6)|, u € À, 


co daje 

[FE] < |F(u)| < |fe], we A. 
W ten sposób możemy się odwołać do udowodnionego już pierwszego przypadku z f, 
¢ i € zastąpionymi odpowiednio przez f, e¢ i e'@€. W rezultacie istnieje Ÿ € Log(f). 
Stosując wzór (2.31) widzimy, że dla każdego z € B, 


Fle) — Jendia = fleet) = eih(z+a) = er. 


gdzie B 3 z w(z) = d(z +a). Stąd y € Log(f), gdyż Ÿ jest funkcją ciągłą. 
Zatem w obu przypadkach Log(f) 4 Ø. Co więcej, z założenia (2.17) wynika, że 
zachodzi warunek (2.10). Z lematu 2.4 wynika zaś, że istnieje dokładnie jedna funkcja 


p € Log(f) spełniająca równość y(p) = q, co kończy dowód. 


Następujące twierdzenie rozszerza lemat 2.7 na przypadek dowolnego spójnego 
zbioru radialnego. 


Twierdzenie 2.8. Niech A będzie spójnym zbiorem radialnym oraz niech p,q € B := 
Fi(A). Wtedy dla każdej funkcji ciągłej i różnowartościowej f : A — C\{0} spełniającej 
warunek (2.17) istnieje dokładnie jedna funkcja p € Log(f) taka, ze p(p) = q. 


Dowód. Niech A będzie dowolnie ustalonym spójnym zbiorem radialnym. Jeśli A = 


cl(D(0; r, R)) dla pewnych r, R € R takich, że 0 < r < R, to twierdzenie sprowadza sie 


do lematu 2.7. W przeciwnym wypadku istnieją ciągi NSB nvr, € REINS nw 
Rn € Ry takie, że ciąg N 3 n+ A, := cl(D(0; rn, R„)) spełnia warunek 


(2.32) U An = A oraz An C Ani, NEN. 


neN 


Przyjmując Bn := Ei(A,) dla n € N, wnioskujemy z (2.32), że 


(2.33) U 8B,=B oraz B,C Bayi, neN. 


neN 
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Z własności (2.33) wynika istnienie j € N takiego, że 
(2.34) p,q E Bn, SĘ Z. 
Ponieważ obcięcie fn := fla, : An — C \ {0} jest funkcją ciągłą i różnowartościową 
dla n € N, więc uwzględniając warunek (2.34) i korzystając z lematu 2.7 stwierdzamy, 
że dla każdego n € Z; istnieje dokładnie jeden w, € Log(f,) spełniający równość 
Pn(p) = q. Z (2.33) wynika, że B, C Bm dla dowolnych n € N oraz m € Z,. Zatem dla 


dowolnych n € Zj, m € Z, oraz z € B, mamy 
góniz, = ent = fa(e?) = f(E) = fale”), 
i w konsekwencji pm|B, € Log(f,). Ponieważ yn(p) = q = Ym(p) dla n,m € Zj, więc z 
lematu 2.4 wnioskujemy, że 
(2.35) YmlB, = Pn; N E Zj, ME Zn. 


Z własności (2.33) wynika, ze dla każdego z € B zbiór K, Æ 0, gdzie K, jest zbiorem 
wszystkich w € C takich, że z € B, i w =v,(ż) dla pewnego n € Z;. Dla dowolnych 
z E€ Biw,w € K, istnieją n,m € Z, takie, że z € Bn N Bm, W = @n(z) i W = Ym(z), 
skąd na podstawie (2.35), W = Ym(z) = Yn(z) = w, gdy m > n, oraz analogicznie 
w=w' gdy n > m. Dlatego dla każdego z € B zbiór K, jest jednoelementowy, i tym 


samym istnieje funkcja y : B + C spełniająca warunek 
(2.36) K, = QC). ZEB. 


Z definicji zbiorów K, dla z € B wynika, że dla wszystkich n € Z; iz € Bn, Yn(z) € Kz, 
skąd na mocy (2.36), 


(2.37) YB, = Pn, NE Zj. 


Ustalmy dowolnie z € B. Korzystając z definicji zbiorów A, n € N, i własności (2.33) 


widzimy, że D(z,n) N B C B, dla pewnych n € Z; in € R4}. Ponieważ pn jest funkcją 


ciągłą, więc z (2.37) wynika, że funkcja p jest ciągła w punkcie z. Zatem funkcja g jest 
ciągła w każdym punkcie z € B. Co więcej, korzystając z (2.37) mamy 


ei?) — giPn(2) = REJ są f(e”), ne Zj, 2€ Bn, 


a to łącznie z (2.33) daje y € Log(f). Z warunku (2.34) mamy p € B;, skąd na mocy 
definicji zbioru K,, q = g;(p) € Kp. To łącznie z (2.36) daje (p) = q. Stosując na 


koniec lemat 2.4 widzimy, że w jest dokładnie jedną taką funkcją, co kończy dowód. 


Uwaga 2.9. Szkic alternatywnego dowodu twierdzenia 2.8 oparty na przedłużaniu ana- 
lityeznym oraz na twierdzeniu o monodromii jest podany w [13, Remark 3.3]. Przedłu- 
żanie dotyczy elementów analitycznych powstałych z odwracania funkcji C 5 z > e*, 


która jest lokalnie odwzorowaniem konforemnym. 
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2.3  Różnowartościowość reprezentacji 


wykładniczej funkcji 


Na podstawie twierdzenia 2.8 wiemy, że Log(f) ź 0 pod warunkiem, że f : A — C \ 
{0} jest funkcją ciągłą i różnowartościową na spójnym zbiorze radialnym A. Powstaje 
naturalne pytanie o różnowartościowość funkcji p € Log(f). Generalnie wydaje sie, że 
jest to dość trudny problem. W związku z tym ograniczymy dalsze rozważania do kilku 


prostych, ale użytecznych w dalszym ciągu przypadków. 


Lemat 2.10. Niech A będzie spójnym zbiorem radialnym oraz f : A — C \ {0} będzie 


funkcją ciągłą i różnowartościową. Jeśli 


(2.38) TO 7) GA. i T(0,R)= f(T(0,r)) 


dla pewnych r, R € R4, to istnieje nę € {—1, 1} taki, że dla każdego y € Log(f), 


(2.39) plz +27) —p(z) =2ans, zEB:=Ei(A). 


Dowód. Ustalmy dowolnie A i f spełniające założenia lematu oraz y € Log(f). Przyj- 


mując 
(2.40) B > z= Pz) := p(z + 27), 
widzimy, że $ jest funkcją ciągłą oraz dla każdego z € B, 
gi$(8) — gie(2+2m) _ f(e*+9) _ fle). 

Zatem $ € Log(f). Z lematu 2.3 wynika, że istnieje n € Z spełniający zależność 
(2.41) p(z + 2m) — p(z) = (z) — ylz) = 2mn, ze B. 
Załóżmy teraz, że |n| > 1. Z (2.41) mamy 

1 1 
(2.42) —y(z+ 27) —-—p(z)=27, zEB, 

n n 
a więc istnieje funkcja g : A — C spełniająca następujący warunek 
(2.43) gle?) =e)" 2e B. 
Ponieważ 4 € Log(f), więc z (2.43) wynika, ze 


(2.44) gle) = e = fle”), z€B. 
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Stad iz warunku (2.38) otrzymujemy inkluzje 


(2.45) g(T(0,r)) € T(0, VR). 
Przyjmujac 
(2.46) Rate v(t) := > Re(pft — ilogr)), 


widzimy, że % jest funkcją ciągłą o wartościach rzeczywistych. Ponadto z (2.41) wy- 
nika, że v(2n) = v(0) + 2m. Korzystając więc z zasady Darboux dostajemy inkluzję 
[b(0);%v(0) + 27] € v([0; 27]). Z drugiej strony, własności (2.43) i (2.45) implikują 


g(re”) = g(e "ear = gie(t-ilogr)/n z V Re | tER. 


Stąd g(T(0,r)) = T(0, YR), i w konsekwencji dla każdego u € T(0,r) istnieje v € 
T(0,r) taki, że g(v) = e?"/"g(u). Dlatego u 4 v i wobec (2.44), 


f(v) = glo)” = glu)” = f(u). 


To przeczy różnowartościowości funkcji f. Zatem |n| < 1. Załóżmy, że n = 0. Wówczas 


warunek (2.41) przyjmuje postać 


(2.47) p(z+2n)=vgp(z), z€B. 


Stąd funkcja R > t > yo(t) := Re(p(t — ilogr)) spełnia równość %o(0) = wo(27). 
Ponieważ Wo jest funkcją ciągłą o wartościach rzeczywistych, więc stosując ponownie 
zasadę Darboux widzimy, że 0 < tə — ty < 2r i volti) = Vo(ta) dla pewnych tı, tg € 


[0; 27]. Przyjmując więc 2, := tı —ilogr i 22 := t2 — ilogr dostajemy 


(2.48) e7! = ret! £ re”? = e”, 
Stąd e, e € T(0,r), co wobec założenia (2.38) prowadzi do 
f (ei) — gie(tu-ilogr) _ Peivolts) — ReVo) — eiv(te—ilogr) _ f(e). 
To łącznie z (2.48) przeczy różnowartościowości funkcji f. Dlatego 0 < |n| < 1. Stąd 
np =n E {-1, 1} i, z uwagi na (2.41), zachodzi warunek (2.39). Korzystając na koniec 


z lematu 2.3 widzimy, że warunek (2.39) zachodzi dla każdego p € Log(f), co kończy 


dowód. 


Twierdzenie 2.11. Niech A będzie spójnym zbiorem radialnym oraz f : A — C \ {0} 


będzie funkcją ciągłą oraz różnowartościową. Jeśli warunek (2.38) zachodzi dla pewnych 


r, R € R,, to każda funkcja p E€ Log(f) jest różnowartościowa. 
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Dowód. Ustalmy dowolnie A i f spełniające założenia twierdzenia oraz p € Log(f). 
Z lematu 2.10 wynika, że warunek (2.39) zachodzi ze stałą nę € {—1,1}. Załóżmy, ze 
p(21) = (z2) dla dowolnie zadanych 24, z2 € B := Ei( A). Wówczas 


f(e*) e eiv(21) = eiv(22) — f(e2). 


Ponieważ funkcja f jest różnowartościowa, więc ei = e'2. Stąd 2 — z = 27m dla 


pewnego m € Z, co wobec warunku (2.39) daje 
0 = (z2) — pu) = p(2 + 2am) — pa) = Zamny. 


W konsekwencji m = 0, i tym samym 21 = 22. Dlatego funkcja y jest różnowartościowa, 


czego należało dowieść. 
Z własności funkcji wykładniczej exp wiemy, że funkcja 
(2.49) C> zm Oz) := e” 
jest holomorficzna i różnowartościowa w każdym pasie 
(2.50) Qp := {zE C: |Rez—Rep| <T}, pec. 


Dlatego dla każdego p € C funkcja obcięta 0, := 6], jest odwzorowaniem konforemnym 


obszaru Q, na obszar 
(2.51) 8,(Q,) = 6(0,) =C|Ąf-te**?: t € [0; +00)}. 


Odwzorowanie odwrotne 8, 1 można wyrazić za pomocą standardowej funkcji log, rozu- 
mianej jako funkcję odwrotną do funkcji exp obciętej do obszaru {z € C: |Imz| < x}, 
w następujący sposób 

(2.52) 6, '(2) =Rep—ilog(ze #7), z € 6,(0,). 


p 


Wniosek 2.12. Dla dowolnych r,R € R, i homeomorfizmu f koła cl(D(0,r)) na 
koło cl(D(0, R)), jeśli f(0) = O to każdy p € Log(fla) jest homeomorfizmem zbioru 
B := Ei(A) na zbiór B' := Ei( A’), gdzie A := cl(D(0,r)) \ {0} à A := cl(D(0, R)) \ {0}. 


Dowód. Ustalmy dowolnie r, R i f spełniające założenia wniosku oraz y € Log(f|1). 
Wówczas A jest spójnym zbiorem radialnym, f|ą : A — C \ {0} jest funkcją ciągłą 
i różnowartościową oraz f|a(T(0,r)) = T(0, R). Z twierdzenia 2.11 wynika, że ọ jest 
odwzorowaniem różnowartościowym. Ponieważ f(A) = A’, więc z własności (2.39) 
wynika, że p(B) = B’. Ponadto funkcja g jest ciągła w B, gdyż p € Log(f|4). Stąd 
dla każdego p € B istnieje r, > 0 taki, ze D(p,r,) C Qp i y(D(p, rp) O B) € Rop). 
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Z warunku (2.4) wynika więc, że y ma dla każdego p € B następującą reprezentację 
lokalną 


(2.53) p(z) = (Op) of 06,(z), z €D(p,rp) OB. 


Dlatego y ! jest odwzorowaniem ciągłym w B’, i w konsekwencji p jest homeomorfi- 


zmem zbioru B na zbiór B’, co jest żądaną tezą. 


2.4 Odwzorowania quasikonforemne płaszczyzny 


zespolonej 


Podobnie jak w przypadku odwzorowań quasiregularnych można — korzystając z izo- 


metrycznej równoważności przestrzeni E(R?) i E(C) — zdefiniować odwzorowania qu- 


asikonforemne płaszczyzny zespolonej następująco. Niech Q będzie obszarem niepu- 


stym. 


Definicja 2.13. Dla dowolnego K € [1; +00) funkcję f : Q — C nazywamy odwzoro- 
waniem K -quasikonforemnym płaszczyzny zespolonej (alt. zespolonym odwzorowaniem 


K -quasikonforemnym) :& złożenie {lo f of jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym 


w przestrzeni E(R?). 


Klasę wszystkich odwzorowań K-quasikonforemnych płaszczyzny zespolonej okre- 


ślonych w Q będziemy oznaczać przez QC(Q; K). 


Definicja 2.14. Funkcję f : Q — C nazywamy odwzorowaniem quasikonforemnym 


płaszczyzny zespolonej (alt. zespolonym odwzorowaniem quasikonforemnym) : złoże- 


nie £t o f o £ jest odwzorowaniem quasikonforemnym w przestrzeni E(R*). 


Klasę wszystkich odwzorowań quasikonforemnych płaszczyzny zespolonej określo- 
nych w 2 będziemy oznaczać przez QC(Q). W dalszym ciągu będziemy używać krót- 
szych terminów: odwzorowanie K -quasikonforemne i odwzorowanie quasikonforemne 
zamiast odpowiednio: odwzorowanie K -quasikonforemne płaszczyzny zespolonej i od- 
wzorowanie quasikonforemne płaszczyzny zespolonej. Z definicji 2.13 i 2.14 wnosimy, że 
dla każdej funkcji f : Q — C, f jest odwzorowaniem quasikonforemnym wtedy i tyl- 
ko wtedy, gdy f jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym dla pewnego K € [1; +00). 
Ponadto każde odwzorowanie quasikonforemne jest homeomorfizmem. Spośród wszyst- 
kich homeomorfizmów w płaszczyźnie zespolonej można wyróżnić homeomorfizmy za- 
chowujące orientację i homeomorfizmy zmieniające orientację na przeciwną. Jednym 


ze sposobów jak to zrobić jest ten niżej opisany. 
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Niech f będzie homeomorfizmem zbioru niepustego A; C C na zbiór Ag C C. Ustal- 
my dowolnie obszar D ograniczony krzywą Jordana I o tej własności, że cl(D) € A1. 
Istnieją odwzorowania konforemne hı i hz kota D na obszary D i f(D), odpowiednio. 
Ponieważ oba te obszary są ograniczone krzywą Jordana, więc odwzorowania hı i ha 
mają rozszerzenia do homeomorfizmów hj i hż koła domkniętego cl(D) na domkniecia 
cl(D) icl(f(D)), odpowiednio. W rezultacie złożenie (h3)~! o f o (hż |p) jest homeomor- 
fizmem okręgu T na siebie. Z lematu 2.10 wynika istnienie stałej N(f; hi, ha) € {—1,1} 


o tej własności, że 


(2.54) y(t + 2m) — y(t) =21N(f;h, h2), ER, p € Log((hż)”! o f o (hilr)). 


Definicja 2.15. Homeomorfizm f zbioru niepustego A1 C C na zbiór Ag C C na 
zywamy zachowującym orientację (odp. zmieniającym orientację na przeciwną) :& 
N(f; hi, ha) = 1 (odp. N(f; hi, ha) = —1), niezależnie od wyboru obszaru D i odwzo- 
rowan konforemnych hy i ho spełniających wyżej opisane warunki. 


Szereg ważnych własności odwzorowań quasikonforemnych można wyprowadzić z 
ich geometrycznej charakteryzacji za pomocą modułu czworoboku. Przez czworobok 
rozumiemy strukturę (Q; I, L), gdzie Q jest obszarem ograniczonym krzywą Jordana, 
zaś lı i lą są rozłącznymi łukami na tej krzywej, niezdegenerowanymi do punktu. Dla 
każdego czworoboku (Q; 11,12) istnieje dokładnie jedna liczba M € R, i dokładnie 


jedno odwzorowanie konforemne h obszaru Q na wnętrze prostokąta [0; M + i] o tej 


własności, że ciągłe rozszerzenie h* odwzorowania h na cl(Q) spełnia równości h*(1:) = 
[0; M] i h*(12) = fi; M +i]. Określoną w ten sposób liczbę Mod(Q; h, 1) := M nazywa 
się modułem czworoboku (Q; lą, le). 

Przytoczymy teraz kluczowe w teorii odwzorowań quasikonforemnych twierdzenie, 


które podaje geometryczną charakteryzację odwzorowań quasikonforemnych. 


Twierdzenie 2.16 ({18, Theorem 3.3, p. 174] i [1, Chap. II]). Dla wszystkich f : 
Q—Cik €{1;+00), f € QC(Q; K) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest homeomorfizmem 
zachowującym orientację i dla każdego czworoboku (Q; ly, I>) o tej własności, że cl(Q) C 


Q, zachodzi nierówność 


(2.55) Mod(f(Q); FH), FU2)) < K Mod(Q; h, 12). 


Korzystając z tej charakteryzacji odwzorowań quasikonforemnych można wykazać 
wiele interesujących własności geometrycznych odwzorowań quasikonforemnych, szero- 
ko opisanych w książkach [18] i [1]. Należy przede wszystkim zwrócić uwagę na własności 
grupowe odwzorowań quasikonforemnych ze względu na operację składania odwzoro- 
wań. Z twierdzenia 2.11 wynika, że każda reprezentacja wykładnicza p w (2.54) jest 
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różnowartościowa, i tym samym y jest homeomorfizmem prostej R na siebie. Ponadto 


dla dowolnych homeomorfizmów y i v prostej R na siebie spełniających warunek 


p(t+2n)-p(ft)=2n i y(ft+2r)-$(ft)=2n, tER, 


dostajemy 


dop(t+2r) -Voyp(t) = V(t +27))— vy) = ve) +2r)-v(p(t)) =2m, tER, 


Oraz 


skąd 


p (t+2n)-p '(t)=2m, tek. 


Dlatego złożenie homeomorfizmów zachowujących orientację jest homeomorfizmem za- 
chowującym orientację oraz homeomorfizm odwrotny do homeomorfizmu zachowują- 
cego orientację jest homeomorfizmem zachowującym orientację. Ustalmy dowolnie ob- 
szary niepuste Q iQ, K,K' € [1;+00) oraz f € QC(Q;K)ige QC(; K’) ta- 
kie, że f(Q) c œ. Wtedy dla każdego czworoboku (Q; I, lz) spełniającego warunek 
cQ) € Q, (F(Q); fF), fU2)) jest czworobokiem o własności cl(f(Q)) € f(Q) Cc, 
skąd na mocy twierdzenia 2.16, 


Mod(g(f(Q)); 9(f(i)), 9 f U2) < K' Mod(f(Q); F), f(12)) < KK Mod(Q; hi, I). 


Zauważmy, ze stosując nierówność (2.55) dla czworoboku (Q; 1!, 15) z komplementarną 
parą łuków w stosunku do czworoboku (Q; l, 12) mamy 
1 
Mod(f(Q); f(11), F(2)) 


= Mod(f(Q); fH), /(1;)) 


1 1 k 
< KMod(Q; Ii, 15) = Mod(Q; h, I2)’ 


skąd 
1 
Mod(f(Q); f), fU2)) > K Mod(Q; hi, 12). 
Dlatego dla każdego czworoboku (Q; I, I2) spełniającego warunek cl(Q) c f(Q), 


Mod( f(Q); F), F U)) < K Mod(f(F-"(Q)); FF (Ly), FF (2) 
= K Mod (Q; I, I>), 


gdyż (f-1(Q); fi), f 7! (D)) jest czworobokiem o własności cl(f !(Q)) c Q. Korzy- 


stając ponownie z twierdzenia 2.16 wnioskujemy, że 


(2.56) f~ € QC(F(9); K) i gof € QC(Q; KK’), fe QC(9; K), gEQC(Q;K'); 
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por. [18, Chap. I, $3], [1, Chap. II, Sec. A]. Z twierdzenia 2.16 można wyprowadzić — 
rozważając pewne ekstremalne zagadnienia dla modułów czworoboku — następujące 


dwa twierdzenia o zniekształceniu odwzorowań quasikonforemnych. 


Twierdzenie 2.17 (Hersch-Pfluger 1952, [12]). Dla dowolnych K € [1;+00) i f € 
QC(D; K), jeśli f(D) c D i f(0) =0 to 


(2.57) |F(2)| £ $k(l2|), ze D. 


Dowód tego twierdzenia można znaleźć w [12] i [18, Theorem 3.1, p. 64]. Nie- 
równość (2.57) jest odpowiednikiem klasycznej nierówności Schwarza dla odwzorowań 
konforemnych koła jednostkowego; por. np. [29, Chap. 12]. Funkcja $k jest tzw. funkcją 
dystorsji Herscha-Pflugera; por. [12], [18, Chap. II, 83]. Jest zdefiniowana dla każdego 
K € R, wzorami: 


(2.58) Px(0) =0, $k(1) =1 i Ox(r):=p'(ulr)/K), r€ (01), 


gdzie u(r) := 4 Mod(DNCy4; fr; 1], [—1;0]) dla r € (0;1). Podstawowe własności funkcji 
Px można znaleźć w [18, Chap. II, 83]. Szerzej funkcje te były badane w pracach [2], 


[21), [22], [35], [36]. 


Twierdzenie 2.18 (Mori 1957, [20]). Dla dowolnych K € |1;+00) i f € QC(D; K), 
jeśli f(D) = D i f(0)=0 to 


(2.59) f(z) — f(w)| < 16l- wl, z,weD. 


Dowód tego twierdzenia można znaleźć w [18, Theorem 3.2, p. 66], [1, Chap. III, 
Sec. C]. Z nierówności (2.59) wynika, że f jest funkcją holderówską rzędu 1/K. 


Uwaga 2.19. Ustalmy dowolnie f € QC(D) o tej własności, że f(D) = Di f(0) = 0. 
Wtedy f € QC(D; K) dla pewnego K € [1; +00). Z twierdzenia 2.18 wynika jednostaj- 
na ciągłość funkcji f. Dlatego f ma ciągłe rozszerzenie f* na koło domknięte cl(D). Z 
drugiej strony, f~' € QC(D; K), f-1(D) = Di f~'(0) = 0. Stosując twierdzenie 2.18 
dla odwzorowania odwrotnego f~! otrzymujemy 


(2.60) FE) - Fw)|> zg gle wl", zw ED. 


Zatem f* jest homeomorfizmem koła domkniętego cl(D) na siebie i f*(T) = T. Warto 


odnotować, że własność homeomorficznej rozszerzalności zachodzi w ogólniejszym przy- 
padku, gdy f jest odwzorowaniem quasikonforemnym obszaru ograniczonego krzywą 
Jordana na obszar tego rodzaju; por. [18, Theorem 8.2, p. 42]. 


Rozdział 3 


Struktura odwzorowań 


quasiregularnych 


Przypomnijmy, że dylatacją zespoloną funkcji f € QR(D) nazywamy funkcję 


(3.1) soute > B 0/( #0, 
0 , gdy Of(z) =0. 


Ustalmy dowolnie funkcję f e QR(D) różną od stałej. Ponieważ f jest funkcją ciągłą 
i f € ACL(D;E(C)), więc zbiory D(f) i Dy(f) są borelowskie, pochodne 0,f i 0,f 
są funkcjami borelowskimi oraz w(DĄ Dx(f)) = 0 = „(DĄ Dy(f)); por. uwaga 1.4. 


Zatem Of i Of są również funkcjami borelowskimi, i wobec wzoru (3.1), funkcja w jest 


borelowska, i przez to mierzalna względem o-ciała Mọ. Na mocy definicji 1.11, 1.6 i 
1.10, f € QR(D; K) dla pewnego K € [1; +00). Z warunku (iii) wniosku 1.17 mamy 
1+ |w(z)| < K(1 — |w(z)]) dla ue-p.w. z € D, skąd 


3.2 < 
(3.2) eeuna] ES 


Z lematu 1.16 wynika, że |Of(z)| > 0 dla yy-p.w. z € D, skąd na mocy wzoru (3.1), 


w(Z) = = dla /4-p.w. z € D. Korzystając z odpowiednika tw. Riemanna dla odwzo- 
rowan quasikonforemnych stwierdzamy istnienie odwzorowania p € QC(D) takiego, 
że 

(3.3) dp(z) =w(z)0p(z) dla wep.w. z € D, 

oraz 

(3.4) p(D) =D i p(0) =0: 
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por. [7], [1, Chap. V, Sec. B], [18, Chap. IV, 85]. Odwzorowanie y spełniające warunek 
(3.3) jest rozwiązaniem równania Beltramiego 0£(ż) = w(z)OC(z) dla ue-p.w. z € Dz 


funkcją niewiadomą Ç : D + C. Przez długi okres czasu istnienie rozwiązania równania 
Beltramiego było wiodącym problemem. Podawano częściowe jego rozwiązania przy 
dodatkowych warunkach nakładanych na funkcję w. Ostatecznie problem został roz- 
wiązany przez Bojarskiego w 1955; por. [5] oraz [6]. Niezależne rozwiązanie problemu 


podał Ahlfors w swojej książce [1, Chap. V]. Dodatkowo z nierówności (3.2) wynika, 


że p € QC(D; K). Ponieważ 4 jest homeomorfizmem, więc możemy rozważać funkcję 


(3.5) g:= foy =D SC. 


Ponieważ f, p € QR(D; K), więc na mocy twierdzenia 1.15, f,p € ACL(D; E(C)) oraz 
dla każdego zbioru zwartego E C D, 


[AFR +15fP due < +00 i f (Bel? + BeP due < +00. 


Spełnione są więc założenia lematu [18, Lemma 6.4, p. 151], w związku z czym g € 
ACL(D; E(C)), fx(10gl + |Og|)due < +00 dla każdego zbioru zwartego E C Di 


0g=0(fop")=(0fog"):0p"' +(0fog"):0p"" 


iu-p.w. w D. Z twierdzenia 1.15 i lematu 1.16 wynika, że J|p|(ż) > 0 dla wy-p.w. z € D. 
Ponieważ O(p'1ogp)=1i0(p log) = 0 wD, więc 
z OP . a, - —0 
Ap dope = i oly Nop= maż u-p.w. w D. 
| Jl] 


Jip 
Korzystając z (3.3) dostajemy ue-p.w. w D równości 


= ð —1 > 5) -1 
Og = —(Of oy) é LEOP a (Of oy") . OPOP. 


Jip] o p7 Jip] o 7! 
= [Of eg) (ot) +f op | FE 


a a 
= [ðf -waf|-Fooe = 


Stad na mocy uwagi 1.18, g € Hol(D). Ze wzoru (3.5) wynika zas, ze 
(3.6) f=(fop')op=goe. 


Zatem każda funkcja f € QR(D) ma rozkład (3.6) na funkcję holomorficzna g : D — C 


i odwzorowanie quasikonforemne y koła D na siebie. Przy dodatkowych założeniach 


na funkcję f € QR(D) można uzyskać dodatkowe własności części holomorficznej g. 


Przykładem jest następujące twierdzenie. 
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Twierdzenie 3.1 ([32, Theorem 4.1]). Dla każdego domkniętego odwzorowania quasi- 
regularnego f : D — D płaszczyzny zespolonej, jeśli f(D) = D i f nie jest funkcją stałą 
to f = gow dla pewnego skończonego iloczynu Blaschkego g i pewnego p € QC(D) 


takiego, że (D) =D. 


W tym rozdziale wykażemy wariant twierdzenia 3.1 z zastąpieniem domkniętości 
odwzorowania f przez pewien bardziej naturalny warunek brzegowy; por. twierdze- 
nie 3.12. Dodatkowo zostaną scharakteryzowane miejsca zerowe iloczynu Blaschkego 
g. W tym celu użyjemy pojęcia stopnia odwzorowania ciągłego w punkcie i jego wła- 
sności, dokładnie opisanych w podrozdziale 3.1. W podrozdziale 3.2 wykażemy wariant 
twierdzenia Fatou o skończonych iloczynach Blaschkego, użyteczny w dowodzie twier- 
dzenia 3.12. 


3.1 Stopień odwzorowania ciągłego w punkcie 


Niech C(T) oznacza zbiór wszystkich funkcji ciągłych f : T — T. Na mocy uwagi 2.5 


wiemy, że dla każdego f € C(T) istnieje funkcja ciągła y : R — R spełniająca warunek 
(2.11), a więc Log(f) 4 0. 

Lemat 3.2. Dla każdego f € C(T) istnieje dokładnie jedna liczba deg(f) € Z o tej 
własności, że 


(3.7) 2ndeg(f)=o(t+2n)-op(t), pe€ELog(f),teR. 


Dowód. Ustalmy dowolnie f € C(T) i y € Log(f). Ponieważ funkcja R > t = w(t) := 
v(t + 27) jest ciągła i 


SO — (rm) _ flett) = fle), tER, 


więc à € Log(f). Z lematu 2.3 wynika istnienie ny € Zotej własności, że 


(3.8) w(t + 2m) — W(t) = W(t) — V(t) =2mn, tER. 


Stosując ponownie lemat 2.3 widzimy, że dla każdego p € Log(f) istnieje n € Z taki, 
ze y(t) — W(t) = 2mn dla t e R, skąd 


[p(t + 2m) — p(t)] — [b(t +27) — Y(L)] = [pt +27) — Y(t + 2m)] — lelt) — YO] 
=27n—27n=0, tER. 


To łącznie z (3.8) daje 


p(t +2m)-p(ft)=vwv(t+2n)-y(t)=2my, p ELog(f),tER. 


Przyjmując więc deg(f) := ny, otrzymujemy własność (3.7), co kończy dowód. 
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Funkcja p : (C x R) x (C x R) — R spełniająca warunek 


(3.9) p((z,t),(z”,t')) = max({|2’ -z",|t-t'|)), z, EC, t,t ER, 


jest metryką w C x R, która metryzuje topologię produktową w C x R. Przypomnijmy, 


że funkcje ciągłe f,g : T + T nazywamy homotopijnymi :& istnieje funkcja ciągła 
H : T x [0; 1] — T z przestrzeni metrycznej (C x R, p) do E(C) taka, że H(z,0) = f(z) 
i H(z,1) = g(z) dla z € T. Fakt, że funkcje f i g są homotopijne wyrażamy przez 


f = g. Relacja homotopijności ~ jest relacją równoważności; por. [11, Chap. 0}. 


Lemat 3.3. Dla dowolnych funkcji ciągłych f, g : T — T spełniających warunek (2.13) 
zachodzi równość deg(f) = deg(g). 


Dowód. Ustalmy dowolnie funkcje f, g € C(T) spełniające warunek (2.13). Z lematu 2.6 
wynika, że dla dowolnie zadanych o € Log(f) i w € Log(g), 


śś 


= arcsin piled — arcsin go 
(ol) = WO) — (elo) = WO) = arcsin (Im 2) — arcsin (im D). te 


Stosując powyższą równość dla t := 27 i korzystając z lematu 3.2 dostajemy 


2r(deg(f) — deg(g)) = (y(2m) — (0)) — (2) — ¥(0)) 
= (y(27) — Y(27)) — (p(0) — 4(0)) 
= avesn (m oai — arcsin (m 0) = 0. 


g(e*™) g(1) 


Dlatego deg(f) = deg(g), co dowodzi lematu. 


Twierdzenie 3.4. Dla dowolnych funkcji ciągłych f,g : T — T, jeśli f ~ g to 
deg(f) = deg(g). 


Dowód. Ustalmy dowolnie funkcje ciągłe f, g € C(T) takie, że f ~ g. Istnieje wówczas 


funkcja ciągła H : T x [0;1] > T z (C x R, p) do E(C) spełniająca zależności 


(3.10) A(z,0) = f(z) i H(z,1)=g(z), zeT. 


Ponieważ T x [0; 1] jest zbiorem zwartym w przestrzeni (C x R, p), więc H jest funkcją 


jednostajnie ciągłą w zbiorze T x [0; 1]. Dlatego istnieje ô € R4 o tej własności, że 
(3.11) 
BOZE PAGE ACH Ete IRAŻ (ZOE eT x [0;1]. 


Przyjmując n := 1 + Ent(1/0) widzimy, ze n € Ni 4 < 6. Rozwazmy ciag funkcji 


Zon Dk fk = H(, E), Ponieważ H : T x [0; 1] — T, więc fẹ : T — T jest funkcją 
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ciągłą dla k € Zon. Z warunku (3.10) wynika, że fo = f i fa = g. Ponadto z (3.9) 
wynika, że p(z ARIE £-1)) = t < ô dla k € Zin i z € T, co wobec (3.11) daje 


"n ? n 


|Al2) — l= la(s E-a) zer 


n 


Stąd na mocy lematu 3.3, deg(fr-1) = deg(f;,) dla k € Zin. Dlatego deg( f) = deg(g), 


czego należało dowieść. 


Dla dowolnego zbioru Q C C, a € Q i funkcji f : Q — C niech R(f,a) będzie 
zbiorem wszystkich r € Ry takich, ze cl(D(a,r)) C Qi 


(3.12) fG) # f(a), z €cl(D(a,r)) \ taj. 


Z określenia zbioru R(f,a) wynika, że funkcje 


(3.13) Taam flare) = Ko r Ra), 
są dobrze określone, o ile R(f,a) Æ 0. Ponadto dla każdego r € R(f,a), jeśli f jest 
funkcją ciągłą w T(a, r) to fla,r] € C(T). 


Wniosek 3.5. Dla każdego zbioru niepustego Q C C i dowolnych a € Q oraz funkcji 
ciągłej f : Q — C, jeśli R(f,a) 4 Ú to istnieje dokładnie jedna liczba deg(f,a) € Z 
taka, że 


(3.14) deg(f, a) = deg(fla,r]), r € R(f,a). 


Dowód. Ustalmy dowolnie Q, a i f spełniające założenia wniosku. Z określenia zbioru 
R(f,a) wynika, że fla,r] € C(T) dla r € R(f,a). Ustalmy dowolnie r1,r2 € R(f,a) 
takie, że rı < rə. Dla każdego t € [0;1], (ra — rı)t + rı € [ri;ra] € R(f,a), a więc 
funkcja 


(815) Tx [0:1] 3 (2,1) > 460: UT ne Fe) JU 


- |f(((ra — mt + rz + a) — f(a)| 
jest dobrze określona i ciągła z przestrzeni (C x R,p) do E(C). Ponadto H(z,t) € T 
dla z € Tite [0;1] oraz na mocy (3.13), H(z,0) = ffa,r1l(2) i H(z,1) = fla,re] 
dla z e T. Dlatego fla,r1] + f|a,ro|, skąd na mocy twierdzenia 3.4, deg(f[a,r;|) = 
deg(f|a, r2]). Zatem funkcja R(f,a) 2 r + deg(fla, r]) jest stała. Ponadto z lematu 3.2 
wynika, że deg(fla,r]) € Z dla r € R(f, a), co dowodzi wniosku. 


=a 
-f 


Definicja 3.6. Przy założeniach wniosku 3.5 liczbę deg(f,a) spełniającą warunek 


(3.14) nazywa się stopniem funkcji f w punkcie a. 
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Kluczowe dla dalszych rozważań jest następujące twierdzenie. 


Twierdzenie 3.7. Dla każdego zbioru niepustego Q C C oraz dowolnych funkcji ciq- 
głych f,g: 24 Cia€Q, jeśli R(f,a) #0, f(a)=0ig(a) £0, to 


(3.16) deg(f - g,a) = deg(f, a). 


Dowód. Ustalmy dowolnie zbiór niepusty Q C C oraz f, gi a spełniające założenia 
twierdzenia. Wtedy istnieje r, € R, taki, że cl(D(a,r1)) C Q i f(z) £ f(a) = 0 dla 
z € cl(D(a,r1)) \ {a}. Ponieważ g jest funkcją ciągłą w punkcie a i g(a) # 0, więc 
istnieje ro € R4 taki, że |g(z) — g(a)| < $|g(a)| dla z € D(a, r2) NA. Stąd 


lg(2)| = lg(a) — (g(a) — g(z))| > |g(a)| — lg(a) — g(z)| 


> |g(a)| - Sata) = Lt) > 0, 2 € D(a,ra) NA. 


1 

2 à 

Przyjmując r := min({r1,r2}) widzimy, że cl(D(a,r)) € Q, f(z) 4 0 F g(z) dla 
z € cl(D(a,r)) \ {a}. Stąd 


f -g(2) = fl2)- 92) #0 = f(a) gla) = f - gla), z €cl(D(a,r)) \ {a}, 


i w konsekwencji r € R(f - g, a). Stąd na mocy wniosku 3.5, 


(3.17) deg(f : g,a) = deg((f -9)|a,r]). 


Ponieważ trz + a € cl(D(a,r)) dla z € Tit € [0; 1], więc |g(trz +a)| > ż|g(a)| > 0 dla 
zEeTite([0;1]. Ponadto f(rz + a) ¥ f(a) = 0 dla z € T. Dlatego funkcja 
f(rz +a) 
3.18 T x |0;1] > (z,t) > H(zż,t) := 
(3.18) 051] 2 (est) Het) = DEES 
jest dobrze określona i ciągła z przestrzeni (C xR, p) do E(C). Ponieważ g(a)/|g(a)| € T, 
) wynika, że H(z,t) € T dla 


g(trz + a) 
|lg(trz + a)| 


więc g(a) = |g(a)| - e'* dla pewnego a € R. Ze wzoru (3.18 
zeEeTite([0;1] oraz dla każdego z € T, 


_ f(rz+a) gla) _ AE g(a) 
OCZOM 

_ State) goz+a) _ fslrzta) 7, at 
HeD = Ięęzkajjsczta|  Fog(retay 0 970. 


Zatem e'*f|a,r| ~ (f - g)la,r|, skąd na mocy twierdzenia 3.4, 


(3.19) deg((f -g)la, r]) = deg(e'* la, rl). 
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Ustalając dowolnie p € Log(fla,r]) widzimy, że p + a : R —> R jest funkcją ciągłą i 


e fla, r] (ei!) =. etelt) = eille)+a) | tER. 


Dlatego p + a € Log(e'*f|a,r]). Korzystając z lematu 3.2 otrzymujemy 


deg(e* f[a, r]) — (p T a= (p FE a)(0) = een) p(0) = deg(f[a, r]). 


To łacznie z (3.19) daje równość deg ((f-g)la, r]) = deg(f|a,r]). Stąd na mocy równości 


(3.17) i wniosku 3.5 otrzymujemy równość (3.16), czego należało dowieść. 


Wniosek 3.8. Dla każdego zbioru niepustego Q C C oraz dowolnychg:0>C,ae0Q 
in EN, jeśli g jest funkcją ciągłą, a jest punktem wewnętrznym zbioru Q i g(a) Æ 0, 
to deg(f,a) =n, gdzie 


(3.20) Qz f(z) = (z — a)'g(z). 


Dowód. Ustalmy dowolnie 2, g, a in spełniające założenia wniosku. Wtedy D(a, 2r) C 


Q dla pewnego r € R}. Przyjmując Q 3 z+ A(z) := (z — a)” widzimy, że r € R(h,a). 


Korzystając ze wzoru (3.13) mamy 


h(rz + a) — h(a) pe 
ESET te Tee 


(3.21) nome lea he 


Ponieważ funkcja R 3 t > y(t) := nt jest ciągła i wobec (3.21), 


h|a,r]j(e')= (e*)" =e = eh, teER, 
więc p € Log(hla, r]). Stąd na mocy wniosku 3.5 i lematu 3.2, 


p(2m) — p(0) _ 2mn 
27 o 2m 
Ponieważ obie funkcje f i g są ciągłe oraz g(a) # 0 = h(a), więc korzystając z twier- 


deg(h, a) = deg(hla, r]) = 


dzenia 3.7 dostajemy 


deg(f, a) = deg(h - g,a) = deg(h, a) = n, 


co kończy dowód. 


Związek pomiędzy stopniem funkcji w punkcie jej różniczkowalności a znakiem 


Jakobianu podaje następujące twierdzenie. 


Twierdzenie 3.9. Dla każdego zbioru niepustego Q C C oraz dowolnych f : Q — C 
i a € Q, jeśli f jest funkcją ciągłą, a jest punktem wewnętrznym zbioru Q, f jest 
funkcją różniczkowalną (w sensie Frócheta) w punkcie a i J|f]|(a) > 0, to R(f,a) £0 i 
deg(f,a) = 1. 
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Dowód. Ustalmy dowolnie funkcję ciągłą f : Q — C i punkt wewnętrzny a zbioru Q, 
o tej własności, że f jest różniczkowalna w a i J[f|(a) > 0. Istnieje wtedy funkcja 
w : C — C taka, ze 


(3.22) daf(v) =Of(a)-v+0f(a):5, vec, 
(3.23) a+vEQ0= f(a+v) — f(a) =df(v)+v-w(v), vec, 
(3.24) w(v) — 0 =w(0), gdy v — 0. 


Ponieważ |0f(a)|? — |Of(a)|? = J[f](a) > 0, więc 


c:= |Of(a)| — |0f(a)| = 


Z (3.22) wynika, ze dla każdego v € C \ {0}, 


(3.25) daf) + w(v)| = lulla Fla) + Df (a)~ + wto) 
> wl(10f(a)| — [OF (a)| — |lv(v)|) 
= |(c- |w(v)|). 


Ponieważ a jest punktem wewnętrznym zbioru ©, więc z (3.24) wynika istnienie r € R. 


o tej własności, że 


(3.26) D(a,2r) CQ i [w(v)| <5, ve D(0,2r). 


£ 
3 
Stąd oraz z (3.23) i (3.25) mamy 


[f(a + v) — f(a)| = |daf(v) + vw(v)| > |vl(c— |v(v)|) > cl v € cl(D(0,r)), 


i tym samym f(a +v) # f(a) dla v € cl(D(0,r)) \ {0}. Dlatego r € R(f,a), czyli 
R(f,a) #0. Ustalmy dowolnie v € cl(D(0,r)) \ {0}. Z (3.26) i (3.23) wynika, że 


jla+v)- fla) _ daf(v) + w(w) 
Fato) FA] — [daf(v) F vwo] 
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Stąd dla każdego v € cl( i r)) \ {0}, 
flat+v) — fla) af (v) 


daf(v)+vw(v) _ daf(v) 
Fato- fl [fil |daf0)+ow(v)| |df(0) 
i" f(v)| : (daf(v) + vw(v)) — daf w) : |da f(v) + vwo) 

[daf (v) + uw(o)||daF(0)| 

daf (v) (Ida f(v)| — [daf (v) + vw(v)]) + |A|: uw(v)| 
[daf (v) + vw(v)||daf(v)| 

af (v)| — lda f (v) + vw(v)]| + Idaf(v)| - fow(v)| 
[daf (v) + uw(o)||daf V) 


da f(v) L 


IX 


ETC 
|da f (v) + vw(v)] 
To łącznie z (3.25) i (3.26) daje 


lee) - aslo < En LL icva eT, 


rz|(c— |w(rz)|) c= |w(rz) 


skąd na mocy wniosku 3.5 i lematu 3.3, 
(3.27) deg(f, a) = deg(f[a,r]) = deg(daf{a, r]). 
Ponieważ dla wszystkich z € Tite [0; 1], 


0f(a) z + tóf(a) -z| > |0f(a) : z| — [tð f (a) - z| 
= |0f(a)| — tl0f(a)| > |0f(a)| — |0/(a)|) = c > 0, 


więc funkcja 


(3.28) T x [0; 1] > (z,t) > H(z,t) := 


Of(a) : z +t0f(a) Z 
0/(a) - z + tf (a) -z 
jest dobrze określona i ciągła z przestrzeni (C x R, p) do E(C) oraz H(z,t) € T dla 


z € Tite [0;1]. Przyjmując T 5 z > f(2) := OJ stwierdzamy na mocy wzoru 
(3.28), że 
Of (a) 
H(z,0) = z = falz) = fal0,r](z2), wel. 
|ð f (a)| 


Z (3.22) mamy zaś 

Of(a)-z+0f(a)-z _ daf(rz) 
0f(a)-z+óf(a)-z|  |daf(rz)| 
Dlatego d,fla,r] ~ f[0,r], i wobec twierdzenia 3.4, deg(d, fla,r]) = deg(f,[0,r]). To 


łącznie z (3.27) daje na mocy wniosku 3.5 równości 


(3.29) deg(f, a) = deg(fa[0,r]) = deg(fa, 0). 


H(z,1) = =d.f|a,r|(ż), zeT. 


3. STRUKTURA ODWZOROWAŃ QUASIREGULARNYCH 
3.2. Wariant twierdzenia Fatou dla skończonych iloczynów Blaschkego 48 


Z wniosku 3.8 wynika, że deg(f., 0) = 1. Stąd i z (3.29) wynika równość deg(f,a) = 1, 


co kończy dowód. 


Wniosek 3.10. Dla dowolnych y € QC(D) ip € D, deg(y, p) = 1. 


Dowód. Ustalmy dowolnie y € QC(D). Z [18, Theorem 3.1, p. 128] i twierdzenia 1.9 
wynika istnienie punktu q € D, w którym istnieje różniczka dzy i J[y|(q) > 0. Z 


twierdzenia 3.9 wynika, że deg(y,q) = 1. Ponieważ y jest funkcją różnowartościową, 


więc dla dowolnie zadanego p € D, r := (1 — |p|)/2 € R(y, p) i |p(rz+ tp) — (tp) > 0 
dla z € Tit € [0;1]. Dlatego funkcja 


en Teen Baj 


jest dobrze określona i ciągła z przestrzeni (C x R,p) do E(C) oraz H(z,t) € T dla 
zETite (0; 1]. Ponadto H(z,0) = y[0,r](z) i H(ż,1) = p|p,r|(ż) dla z € T. Zatem 
pl0, r] ~ lp, r]. Korzystając z twierdzenia 3.4 i wniosku 3.5 stwierdzamy, że 


deg(p, 0) = deg(y[0, r]) = deg(plp,r]) = deg(y,p), peD. 


W szczególności, deg(y, 0) = deg(y,q) = 1. W konsekwencji, deg(y, p) = 1 dla pe D, 


co kończy dowód. 


3.2 Wariant twierdzenia Fatou dla skończonych 


iloczynów Blaschkego 


Przypomnijmy, ze przez skończony iloczyn Blaschkego rozumiemy funkcję f : D — C 


spełniającą warunek 


(3.31) fl) = de TT (Z). ZED, 


BEA 1 — Gz 


dla pewnego skończonego zbioru niepustego A C D, pewnej funkcji d : A — Ni 


pewnego a € R, gdzie d, := d(a) dla a € A. Z wniosku 3.8 wynika, że 


(3.32) X deg(f,a) = X` da. 


acA acA 


Ostatnia suma nazywana jest stopniem skończonego iloczynu Blaschkego f. Z warunku 


(3.31) wynika, że każdy skończony iloczyn Blaschkego f jest funkcją holomorficzną w 


kole jednostkowym D spełniającą warunek 


(3.33) f(D) CD i lim flu)ET, zeT. 


DSu—z 
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Fatou wykazał w [10], że dla każdej funkcji f € Hol(D), f jest skończonym iloczynem 
Blaschkego wtedy i tylko wtedy, gdy f(D) = D i |f(z)| — 1, gdy |z| *1ldlaz€ 


Wykażemy mocniejszy wariant tego twierdzenia. 


= 


Oznaczmy przez CS(f; z) zbiór wszystkich punktów skupienia funkcji f : D>Cw 


punkcie z € T, tzn. zbiór wszystkich w € Ć, dla których istnieje ciąg N Ə n + zn € D 


taki, że 
(3.34) Zn > 2 i f(zn) — ww E(C), gdy n — +oo. 
Ponadto przyjmujemy, 


(3.35) cs(f) := U CSG; 2). 


zET 


Lemat 3.11. Dla każdej funkcji f : D — C, f jest skończonym iloczynem Blaschkego 
wtedy i tylko wtedy, gdy f € Hol(D), CS(f) CT à |f(0)| 4 1. 


Dowód. Ustalając dowolnie funkcję f : D — C załóżmy, że f € Hol(D), CS(f) CT 
i |f(0)| 4 1. Przypuśćmy, że zbiór A := f~'({0}) nie jest skończony. Ponieważ koło 


domknięte cl(D) jest zbiorem zwartym, więc istnieją ciąg różnowartościowy N 3 n + 


Zn € Aiz € cl(D) takie, że zn z, gdy n — +00. Jeśli z € D to zbiór punktów 


skupienia miejsc zerowych funkcji holomorficznej f ma punkt skupienia ż w kole D, 
skąd f(D) = {0}; por. np. [29, Chap. 15]. Wtedy CS(f) = {0}, co przeczy inkluzji 
CS(f) c T. Dlatego z € T. Ponieważ f(z,) = 0 dla n € N, więc f(z,) — 0, gdy 
n — +00. Stąd 0 € CS(f;z) C CS(f), co ponownie przeczy inkluzji CS(f) c T. Zatem 
A jest zbiorem skończonym i mogą zajść dwa przypadki: A = Ø albo A 40. 

Załóżmy najpierw, że A = Ø. Wtedy f(z) 4 0 dla z € D, a więc 1/f € Hol(D). Z 
zasady maksimum dla funkcji holomorficznych wynika istnienie ciągu N 3 n + zn € 
T(0,1 — +) takiego, że 


(3.36) FI < GI, nEN,ued(p(o,1- -)). 


Ze zwartości zbiorów cl(D) i Ćw E(Ć) wynika istnienie ciągu rosnącego N 3 k > m, € 


N oraz z € cl(D) i w € € takich, że zn, — z oraz f(zn,) > w w E(C), gdy k — +oo. 


Ponieważ |ż,,| = 1 — m > li [en] — |z|, gdy k — +00, więc |z| = 1, czyli z € T. 
Dlatego 


w € CS(f;ż) c CS(f) CT, 


i w konsekwencji |f(zn,)| + |w| = 1, gdy k — +00. Z (3.36) wynika, że |f(zn,)| < 
|f(żn,,,)| dla k € N. Zatem |f(ż,,)| < 1 dla k € N, co łącznie z (3.36) daje 


(3.37) If(w)| <1, weD. 
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Ponieważ 1/f € Hol(D) i CS(1/f) c T, więc możemy powyższe rozumowanie zastoso- 
wać do funkcji 1/f w miejsce funkcji f. W rezultacie, Fo = |(1/f)(u)| < 1 dla u € D. 
To łącznie z (3.37)) daje |f(u)| = 1 dla u € D, a więc istnieje a € R taki, że 


(3.38) fluj=e% ueD. 


To jednak przeczy założeniu |f(0)| Æ 1, a to oznacza, że równość A = Q nie zachodzi. 
Załóżmy teraz, że A # Ø. Ponieważ A jest zbiorem skończonym, więc istnieją 
funkcje d: A — N i g € Hol(D) takie, że 0 € g(D) i 


(3.39) flu) = alu) II ( Em: JE u€D. 


z 1 — au 


Dla dowolnie ustalonych z € T i w € CS(g; z) istnieje ciąg N 3 n + zn € D taki, że 


Zn > i ga) >w w E(C), gdy n — +00. 


Poniewaz 


= Av <= ky 
IT (= =) = w= TI (+ m) , gdy n — +00, 


acA 1 — azn acA 
więc wwo € CS(f; z). Stąd na mocy założenia CS(f) CT, [wwo] = 1. Ponadto |wo| = 1, 
gdyż |(z — a)/(1 — az)| = 1 dla a € A. Dlatego w € T, co dowodzi inkluzji CS(g) C T. 
Jednocześnie g '(40)) = 0, więc zachodzi równość (3.38) z f := g. Zatem funkcja f 
spełnia warunek (3.39), i tym samym f jest skończonym iloczynem Blaschkego. To 
dowodzi lematu w stronę (=). 

Na odwrót, załóżmy, że f jest skończonym iloczynem Blaschkego. Wówczas zacho- 
dzi warunek (3.31) dla pewnego skończonego zbioru niepustego A C D oraz pewnych 
d:A—Nia ER. Stąd f € Hol(D) i dla każdego ciągu N 3 n + zn € Di każdego 
z € T, jeśli z, — 2, gdy n — +00, to 


lim f(zn) = lim e (AS) =e (224) er 


Re nto „ga l — Gn aca 1-7 Gz 


Dlatego CS(f) c T. Ponadto z warunku (3.31) mamy |f(0)| = lei* T] (—a)% 


acA 


< 1, co 


dowodzi lematu w stronę (>). 


Obie implikacje dają łącznie równoważność, co kończy dowód. 


3.3  Quasiregularny odpowiednik twierdzenia Fatou 


Nawiązując do twierdzenia 3.1 wykażemy następujące twierdzenie. 
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Twierdzenie 3.12. Dla dowolnych K € |1;+00) i f € QR(D;K), jeśli | f(0)| # 1 
i CS(f) C T, to istnieją p € QC(D;K) i skończony iloczyn Blaschkego g takie, że 
(D) = D, g(0)=0if=gov. Ponadto A := f"'(40)) jest zbiorem skończonym, 
deg(f,a) E N dlaa € A i istnieje a E€ R o tej własności, że 


deg(f,a) 
) + ZED. 


(3.40) (2) = J] (© 


aca \1 — p(a)z 


Dowód. Ustalmy dowolnie K € [1;+00) i f € QR(D; K) spełniające założenia twier- 
dzenia. Wtedy istnieją p € QC(D; K) i g € Hol(D) spełniające równości y(D) = D, 
(0) = 0i f = go y; por. (3.4) i (3.6). Pozostaje wykazać, ze g jest skończonym 


iloczynem Blaschkego. Z uwagi 2.19 wynika, że odwzorowanie p ma rozszerzenie do 
homeomorfizmu g* koła cl(D) na siebie, a w szczególności p*(T) = T. 
Wykażemy, że CS(g) C T. Ustalając dowolnie w € CS(g) widzimy, że w € CS(g; z) 


dla pewnego z € T. Istnieje więc ciąg N 3 n+ z, € D taki, że 


Zn >z i glz)>ww E(Ć), gdy n — +00. 
Stąd p !(z,) — (p*) '(z) € T, gdy n — +00, i w konsekwencji 
f(e"'(2n)) = F 0 9" (2n) = g(zn) > ww E(Ć), gdy n — +00. 


Dlatego w € CS(f;(w*) "(z)), i tym samym w € CS(f). W konsekwencji CS(g) € 
CS(f), skąd na mocy inkluzji CS(f) € T otrzymujemy inkluzję CS(g) C T. Ponieważ 
[g(0)| = |fog"'(0)| = |f(0)| 4 1, więc na mocy lematu 3.11, g jest skończonym 


iloczynem Blaschkego. Istnieją zatem a € R, skończony zbiór niepusty B C D i funkcja 
d: B > N takie, ze 


(3.41) g(z) =e 1 (24)", z E€ D, 


jeg \1 — bz 


gdzie dą := d(b) dla b € B. Ponieważ vy jest bijekcją koła D na siebie i 


A = fF ({0}) = (909) ({0}) = 67" (97 ({0})) =" (B), 


więc 


(3.42) f(z) =gey(z) =e" [I (aoe. z € D. 


Ustalmy dowolnie a € A. Korzystając z twierdzenia 3.7 wnioskujemy, że deg(f,a) = 
deg(h, a), gdzie 
D > z œ h(z) := (plz) — p(a)) te. 
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Ponieważ 4 jest funkcją ciągłą i y(z) £ p(a) dla z € DĄ {a}, więc istnieje r € R(h,a). 
Ponadto dla każdego z € T, 


_ h(rz+a)-h(a) _ (p(rz+a) — g(a) 

hla,r](ż) == |A(rz L a) = h(a)| ~~ (e(rz zje a) = p(a))eo 
_(olrzraj-plaj \% _ 7 Le 
= (ea) SUE) 


Ustalając dowolnie o € Log(yļa,r]) widzimy, że 


; EE dz 
hla, rl(e*) = (ela,rj(e*)) "O = (270) 79 = elder, ER, 


a więc dy(a) * o € Log(hla,r]). Korzystając z wniosku 3.5 i lematu 3.2 dostajemy 


do(a) € o(2T) = do(a) * o(0) 
20 


deg(h, a) = deg(hla, r]) = 


_ o(2m) — o(0) 


57 = dola) deg(y, a). 


= dy(a) 


Stąd i z równości deg(f,a) = deg(h,a) wnioskujemy na podstawie wniosku 3.10, że 
deg(f, a) = dy(a) dla a € A. To łącznie z (3.41) daje własność (3.40), gdyż y(A) = Bi 
p jest funkcja różnowartościową, co kończy dowód. 


Z twierdzenia 3.12 natychmiast wynikają następujące wnioski. 


Wniosek 3.13. Dla każdego f € QR(D), jeśli |f(0)| 4 1 1CS(f) CT, to f(D) =D. 


Dowód. Ustalmy dowolnie funkcję f e QR(D) spełniającą założenia wniosku. Z twier- 
dzenia 3.12 wynika istnienie odwzorowania y € QC(D) oraz skończonego iloczynu 


Blaschkego g takich, ze y(D) = D, g(0)=0if=gov. Ponieważ g jest skończonym 


iloczynem Blaschkego, więc na mocy twierdzenia Rouchćgo, g(D) = D. Zatem 


f(D) =gop(D) = g(ę(D)) = gD) = D, 


co kończy dowód. 


Wniosek 3.14. Dla każdego f € QR(D) spełniającego warunek |f(0)| £ 1, CS(f) CT 
wtedy i tylko wtedy, gdy f ma ciągłe rozszerzenie f* : cl(D) — Ci f*(T) =T. 


Dowód. Ustalmy dowolnie f € QR(D) o tej własności, że |f(0)| # 1. Załóżmy, że 
CS(f) c T. Wówczas z twierdzenia 3.12 wynika, że istnieją p € QC(D) oraz skończony 


iloczyn Blaschkego g spełniające równości p(D) = D, y(0) = 0i f = go. Z uwagi 2.19 


wynika, że odwzorowanie p ma rozszerzenie do homeomorfizmu y* koła cl(D) na siebie, 


a w szczególności y*(T) = T. Ponadto na mocy (3.40), g ma ciągłe rozszerzenie g* na 
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cl(D), g(D) = D i g*(T) C T, a to implikuje równość g*(T) = T. W konsekwencji 


funkcja f = go p ma ciągłe rozszerzenie f* = g* o y* na cl(D) oraz 


FT) =g 0 ET) =g'(p'(T)) =g'(T) =T, 


co dowodzi wniosku w stronę (=>). Na odwrót, załóżmy, że funkcja f ma ciągłe rozsze- 
rzenie f* : cl(D) — Ci f*(T) = T. Wtedy CS(f) = f*(T) = T, co dowodzi wniosku w 


stronę (=), i tym samym kończy dowód. 


Rozdział 4 


Uogólnienia twierdzeń Krzyża 
na zespolone odwzorowania 


quasiregularne koła jednostkowego 


Wzorując się na klasycznym warunku quasisymetrii (4.4) Krzyż wprowadził w 1987 
roku pojęcie M -quasisymetrycznego automorfizmu okręgu jednostkowego jako zachowu- 
jącego orientację homeomorfizmu f okręgu T na siebie (tzn. deg(f) > 0) spełniającego 
nierówność 

1 a fOD 
pr 03 

M  |F(>)|1 


dla każdej pary łuków domkniętych Mh, lą C T o jednakowej długości |li = |Jo|1 i 


(4.1) < M 


mających jeden lub dwa punkty wspólne; por. [16]. Niech QS(T; M) oznacza rodzinę 
wszystkich M-quasisymetrycznych automorfizmów okręgu T dla M € |1;+0o). Przez 
analogię do brzegowej charakteryzacji Beurlinga-Ahlforsa odwzorowań quasikonforem- 
nych górnej półpłaszczyzny C4 na siebie, Krzyż wykazał następujące dwa twierdzenia; 
por. [16]. 


Twierdzenie 4.1. Dla dowolnych K € [1;+00) i f € QC(D; K), jeśli f(D) = D 
i f(0) = 0 to f ma rozszerzenie do homeomorfizmu f* koła cl(D) na siebie o tej 
własności, że f*|r € QS(T;A(K)), gdzie 


(4.2) NK) = x (z „| NE | 
+00 
|= 
)). 


Twierdzenie 4.2. Dla dowolnych M € 1: 
f € QC(D; M?) takie, że f(D) = D, f(0 


rozszerzeniem odwzorowania f na koło cl( 


) ¿g € QS(T; M) istnieje odwzorowanie 


0 i f*|r = g, gdzie f* jest ciągłym 
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Celem rozważań w tym rozdziale jest rozszerzenie twierdzeń 4.1 i 4.2 na zespolone 


odwzorowania quasiregularne koła D spełniające pewne warunki brzegowe. 


4.1 Quasiregularny odpowiednik pierwszego 


twierdzenia Krzyża 


Istotną rolę w dowodzie twierdzenia 4.4 odgrywa następujący lemat. 


= 


Lemat 4.3. Dla dowolnych K € [1;+00) i f € QC(D;K), jeśli f(D) = D i f(0) =0 
to dla każdego p € Log(fla), p € QC(C,;K) ip(C,) = Cy, gdzie À := D \ {0}. 


Dowód. Ustalmy dowolnie K i f spełniające założenia lematu. Z uwagi 2.19 wynika, 


że odwzorowanie f ma rozszerzenie do homeomorfizmu f* koła domkniętego cl(D) na 
siebie. Stąd na mocy twierdzenia 2.8 istnieje $ € Log(f*|z), gdzie À := cl(D) \ {0}. Ko- 


rzystając z wniosku 2.12 widzimy, że $ jest homeomorfizmem zbioru cl(C,) = Ei(A) na 


siebie. Zatem obcięcie |c, jest homeomorfizmem górnej półpłaszczyzny C4 na siebie. 
Z lematu 2.3 wynika, że dowolnie zadany y € Log(f}4) jest również homeomorfizmem 


górnej półpłaszczyzny C na siebie. Co więcej, biorąc pod uwagę reprezentację (2.53), 


założenie f € QC(D;K) i własności (2.56) widzimy, ze dla każdego p € Cy, istnieje 


r, € Ry o własnościach D(p,r,) € C4 i loor) € QC(D(p, rp); K). Innymi słowy 
p jest odwzorowaniem lokalnie K-quasikonforemnym jako złożenie odwzorowania K- 
quasikonforemnego f z odwzorowaniami konforemnymi. Ponieważ y jest homeomor- 
fizmem zbioru C, na siebie, więc p € QO(C,;K); por. [18, Theorem 9.1, p. 48], [1, 
Theorem 1, Chap. II, Sec. A]. Ponadto p(C,) = C}, co kończy dowód. 


Dla a e R\ {0} rozważmy klasę Hom(R; a) złożoną ze wszystkich homeomorfizmów 


zbioru R na siebie spełniających warunek 


(4.3) fft+2n)=f(t)+2ma, tER. 


Jeśli a > 0, to f jest funkcją rosnącą. Jeśli zaś a < 0, to f jest funkcją malejącą. 


Przypomnijmy, że dla każdego M € [1;+00) funkcję f : R — R nazywa się funkcją 


M -quasisymetryczną na R :+ f jest rosnącą funkcją ciągłą spełniającą następujący 


warunek M -quasisymetrii Beurlinga-Ahlforsa: 

1 fety) — f(z) 
M f(x) — f(x —y) 
por. [4], [1, Theorem 1, Chap. IV, Sec. A] i [18, Theorem 6.2, p. 81]. Rodzinę wszystkich 
funkcji M-quasisymetrycznych na R będziemy oznaczać przez Q5(R; M) dla M € 
[1; +00). 


(4.4) <M, creEeR yER,; 
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Twierdzenie 4.4. Dla dowolnych K € |[1;+00) i f € QR(D; K), jeśli |f(0)| A 1 à 
CS(f) C T, to f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D), À := f"!(£0)) jest niepustym 
zbiorem skończonym, deg(f,a) € N dla a € A oraz istnieją M € [1;+00) ih € 
Hom(R; m)  QS(R; A(K)M?) takie, że 


(4.5) filet) =e", teR, 
oraz 

1 + g(r) 
4.6 M< | 


gdzie r := max(i|a| : a € A}), m := V „ca deg(f,a) i A(K) jest określone wzorem 
(4.2). 


Dowód. Ustalmy dowolnie K i f spełniające założenia twierdzenia. Z twierdzenia 3.12 


wynika, że istnieją p € QC(D; K) i skończony iloczyn Blaschkego g takie, że y(D) = D, 


p(0) = 0 oraz 


(4.7) f(ż)=gog(ż), zeD. 


Ponadto A := f~'({0}) jest zbiorem skończonym, deg(f, a) € N dla a € Ai zachodzi 


równość (3.40) dla pewnego a € R. Z uwagi 2.19 wynika, że p ma rozszerzenie do 


homeomorfizmu y* koła domkniętego cl(D) na siebie. Stosując twierdzenie 2.8 i wnio- 
sek 2.12 stwierdzamy istnienie homeomorfizmu $* górnej półpłaszczyzny domkniętej 
cl(C,) na siebie takiego, że $* € Log(y*), skąd 


(4.8) p'(e7) =e7”"©, z eE Adl). 


Z lematu 4.3 wynika więc, że $*|c, € QC(C4; K). Dlatego 


(4.9) o := Śp € QS(R; A(K)), 


co jest konsekwencją twierdzenia Beurlinga-Ahlforsa; por. [4], [1, Theorem 1, Chap. IV, 

Sec. A] i [18, Theorem 6.2, p. 81]. Ponieważ y*(T) = T, więc z (4.8) wynika, ze o € 

Log(y*|r). Korzystając z lematu 3.2, wniosku 3.5 i wniosku 3.10 otrzymujemy 

o(t + 27) — o(t) 
2T 


(4.10) = deg(y*|r) = deg(p*[0, 1]) 


= deg(y'[0, 1/2]) = deg(yl0, 1/2]) = deg(y,0) =1, tER, 


skąd o € Hom(R; 1). Przyjmując 


(4.11) cl(D)3z— g(z)::——ż-, a€4, 
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możemy zależność (3.40) wyrazić w postaci 


(4.12) g(2) =e [[(ga(2))", ze (D), 


acA 


gdzie d, := deg(f,a) dla a € A. Ustalmy dowolnie a € A. Ponieważ galr jest odwzoro- 
waniem ciągłym okręgu T na siebie, więc istnieje +, € Log(ga|r). Dlatego 


(4.13) gale”) =, LER. 


Ponadto ze wzoru (4.11) wynika, że 7, jest funkcją gładką. Zatem 


el) f(t) = glee", tER, 


i wobec (4.11), 


i 1 — |(a)|? 
= gue) =, ER. 
Dlatego 
1- 1 
(4.14) RO) cy) < tl ter 
1+ |p(a)| 1— |p(a)| 


Ze wzoru (4.11) wynika, że galp € QC(D;1) i 1 e R(ga,0). Korzystając ponownie z 


lematu 3.2, wniosku 3.5 i wniosku 3.10 otrzymujemy 


Yalt + 27) T Yalt) 


(4.15) >. 


= deg(ga|r) = deg(gal0, 1]) = deg(ga[0, 1/2]) 


= deg(galpl0, 1/2]) = deg(galn, 0) = 1, tER. 


Ponieważ y! jest funkcją ciągłą, więc z zasady Darboux i (4.14) wnioskujemy, że 4, (t) > 
0 dla t € R albo 4, (t) < 0 dla t € R. W drugim przypadku 


27 
27 = ya(2n) — (0) = ff y,(t)dt < 0, 


co jest niemożliwe. Dlatego 7/(t) > 0 dla t e R, i zgodnie z (4.15), y, € Hom(R; 1) 


dla a € A. Definiując więc y := a + Paca daya widzimy, Ze y jest homeomorfizmem 


rosnącym prostej R na siebie i 


(4.16) (+27) — 1(t) = >. da(qa(ż + 2m) — ya(#)) =) > 2nd, =2mm, tER, 


acA acA 


czyli y € Hom(R; m). Ponieważ o € Hom(R; 1), więc h := y oo jest homeomorfizmem 


rosnącym prostej R na siebie. Ponadto z (4.16) dostajemy dla każdego t € R, 


A(t + 2r) — h(t) = y(o(t + 27)) — yla (t)) = yla lt) + 27) — yla (t)) = 27m. 
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Zatem 


(4.17) h € Hom( 


R; m). 


Ponieważ %,(t) > 0 dla t € R, więc na mocy (4.14), 


(4.18) Mz’ < NE) < Ma, 


a 


tER, 


gdzie M, := (1 + |p(a)|)(1 — |p(a)|)"". Przyjmując M := max({M, : a € 4)) stwier- 


dzamy na mocy (4.18), ze dla dowolnych x € 


Riy€E 


R+, 


h(x + y) — h(x) =qoo(z+y) -1oo(x) = y(o(x + y)) — y(a(2)) 
= Ð da(Ta(o(z + y)) — a(o(2))) 


acA 


o(a+y) 
a dj, ” (ddt 


acA 
a(x+y) 
<E da | M,dt 
acA a(x 


= Y` d.Ma(o(x +y) — o(x)) 


acA 


< M(o(z +y) — o(x)) : ) da 


acA 


= Mm(o(x +y) — o(x)) 


oraz 


A(z) — h(x — y) = yo ox) — yo ox — y) = y(o(x)) — ylo(x —y)) 


acA 


Il 
SĄ 
Qa 
| 
O 
2 
a < 
R 
~ 
sa à 
z, 
= 


Stąd na mocy (4.9), 


(4.19) 


h(a + y) — h(x) Mm(o(x + y) —o(x)) 


h(x) — h(a —y) ` M-'m(o(z) — o(x — y) 


>. da(a(o(a)) — ya(o(w — y))) 


<MNA(K), zERyE 
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Podobnie, dla dowolnych x e Riy € R, wnioskujemy z (4.18), że 


h(z + y) — A(z) > D 


h(x) — h(x — y) < 2. deMa(o(x) — o(z — y)) < Mm(o(x) — o(x — y)). 
Stąd na mocy (4.9), 
h(z + y) — h(x) | M"'m(o(a+y)—o(z)) | 1 
h(x) — h(x — y)  Mm(o(1)—o(v—y)) | MAK)’ 


zER ye Ry. 


To łącznie z (4.19) daje h € QS(R; A(K)M?). Uwzględniając dodatkowo (4.17) dosta- 


jemy 


(4.20) h € Hom(R;m) N QS(R; A(K) M2). 


Z (4.12) i (4.13) wynika, że dla każdego t € R, 


g(e”) = gia II (gal)t = ei II gidaTa(t) = eilet} ea daVa(t)] — e) 
acA acA 


i w konsekwencji 


(4.21) g (ei) = CO) = SO, LER. 
Z (4.8) mamy 
(4.22) y*(e*) = FO — es) ER. 


Łącząc (4.21) z (4.22) dostajemy 


tER. 


go p* (ež) = gle?) = e0, 


Z drugiej strony z równości (4.7) wyprowadzamy dla każdego t € R, 


f'(e')= lim f(z) = lim gow(z) = g(v"(e")) = goy'(e"). 


D3z—=eit D3z—ei 


Dlatego 


(4.23) f'(e')=e*Ó© teR. 


Ponieważ p € QC(D;K) i g(0) = 0, więc na mocy twierdzenia 2.17 widzimy, ze 


|[p(a)| < Ox (lal) < g(r) dla a € A. Dlatego 
_1+e(a| _ 1+8x(7) 


a Ss , aE A. 
1- |p(a)| =b) 
W konsekwencji 
1+® 
M = max({M, : a € A}) S RES): 
1 — g(r) 


To łącznie z (4.20) i (4.23) daje tezę twierdzenia. 
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Uwaga 4.5. Z twierdzenia 4.4 wynika w szczególności twierdzenie 4.1. Ustalmy bo- 
wiem dowolnie K € [1; +oo) i f € QC(D; K) takie, że f(D) = Di f(0) = 0. Ponieważ 
QC(D; K) c QR(D; K), więc na mocy uwagi 2.19, f ma rozszerzenie do homeomor- 
fizmu f* koła cl(D) na siebie, i w konsekwencji CS(f) = T. Z twierdzenia 4.4 wy- 
nika zatem, że A := f~'({O}) jest niepustym zbiorem skończonym, deg(f,a) € N 
dla a € A oraz istnieją M € [1;+00) i h € Hom(R;m) N QS(R; A(K)M?) spełnia- 
jące warunki (4.5) i (4.6), gdzie r := max({lal : a € A}) im := Y „ea deg(f, a). 
Ponieważ f € QC(D;K), f(D) = Di f(0) = 0, więc A = {0} i, na podstawie wnio- 
sku 3.10, deg(f,0) = 1. Dlatego r = 0 i m = 1. Z (4.6) wynika, że M < 1, a więc 
h € Hom(R; 1) N QS(R; A(K)) Ponadto dla każdej pary łuków domkniętych h, Jz C T 
o jednakowej długości ||; = [D], i mających jeden lub dwa punkty wspólne istnieją 
xr€Riy€ (0;7] takie, że Ii = fe' :te|a;z+y||ils=fe':te|x—y;z]h, skąd na 
podstawie (4.5), 


(4.24) I)h k(r ty) — h(a) 


|f“ Ħa) A(x) — h(a—y) 
Ponieważ h € QS(R;A(K)), więc f*|r € QS(T; A(K)), co daje tezę twierdzenia 4.1. 


4.2 Quasiregularny odpowiednik drugiego 
twierdzenia Krzyża 


Niech A C C będzie zbiorem radialnym i niech ® : Ei(A) — C będzie funkcją spełnia- 


jącą warunek 
(4.25) $(u +20) =$(u)+2m, ue Ei(A). 


Dla dowolnie zadanego z € A rozważmy zbiór 


(4.26) A, = (e7© : u € Ei(A) Ae™ = z]. 
Ponieważ z = |zle'* dla pewnego a € R, więc u := a — ilog|z| € Ei(A) ie" = z. 
Dlatego A, # 0. Wybierając dowolnie z’, z” € A, widzimy, ze z = ei?(u) i z! = ei?(u”) 


dla pewnych wu’, u” € Ei(A) spełniających równości e = z = e". Stąd w — u” = 2mn 


dla pewnego n € Z. Z (4.25) dostajemy 
P(u') = Pfu” + 2an) = $(w') + 2mn, 


skąd 
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Dlatego zbiór A, jest jednoelementowy dla każdego z € A, i w konsekwencji istnieje 


dokładnie jedna funkcja p : A — C spełniająca warunek 
(4.27) A,={y(z)}, ZEA. 
Porównując wzór (4.26) z równością (4.27) dostajemy ponadto 
(4.28) p(e")=e7W, u € Ei(A). 


Lemat 4.6. Dla każdego homeomorfizmu ® zbioru cl(C4) na siebie spełniającego wa- 


runek 
(4.29) (z +27) =$(2)+2m, zeEcl(C,), 
istnieje dokładnie jeden homeomorfizm y koła cl(D) na siebie taki, że p(0) =0 à 


(4.30) pe) =e, ze dC). 


Ponadto dla każdego K € [1; +00), jeśli lc, € QC(C4; K) to ylp € QC(D; K). 


Dowód. Zbiór A := cl(D) \ {0} jest radialny i Ei(A) = cl(C4). Ustalając dowolnie 


homeomorfizm $ zbioru cl(C,) na siebie spełniający warunek (4.29) widzimy, że istnieje 


dokładnie jedna funkcja g : cl(D) — C spełniająca równość g(0) = 0 oraz warunek 
(4.28), i tym samym warunek (4.30). 

W celu wykazania różnowartościowości odwzorowania y ustalmy dowolnie 24, 22 € 
A i załóżmy, że (21) = (2). Wtedy zy = e™ i z = el” dla pewnych w, uz € cl(C.) 
i na mocy (4.30), 


giP(u) = ple") = plz) = p(za) = y(ei?) = giF(u2) 


Stąd &(u,) — P(u2) = 2mn dla pewnego n € Z, i wobec warunku (4.29) dostajemy 
(ui) = P(u2) + 2mn = O(ug + 2mn). 
Ponieważ $ jest odwzorowaniem różnowartościowym, więc w = U2 + 2mn, skąd 


iuz 2rin 


iu, — eitu2+27n) e = lt — Zon 


z =e =e 


Dlatego p: A => C. Ponadto (z) =e) Æ 0 = g(0). Ostatecznie 


(4.31) p: (D) => C. 


Dla każdego z € A istnieje u € cl(C+) taki, że z = e. Ponieważ $(cl(C_)) = cl(C.), 
więc na mocy (4.30), 
ke(2)| = fe] = e5 < 1. 
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Dlatego y(A) € cl(D), co łącznie z równością (0) = 0 daje 


(4.32) p(cl(D)) c cl(D). 


Z drugiej strony, dla każdego w € A, w = |wle'* dla pewnego a € R. Ponieważ 
a — ilog |w| € cl(C,) i $(cl(C,)) = (C4), więc u := (a — ilog |w|) € el(C+). Stąd 
z := e" € À, i na mocy (4.30), 


p(z) = yle”) = ei?(u) = eita—ilog |w|) = log |u| tia = lue =, 


Zatem A C (A). Ponadto g(0) = 0. Dlatego 


cl(D) = AU {0} C p(A)U p({O}) = p(el(D)), 


co łącznie z inkluzją (4.32) daje równość y(cl(D)) = cl(D). To wraz z (4.31) oznacza, 
że 
ii 


(4.33) p: cl(D) — cl(D). 


na 


Wykażemy teraz, że p jest odwzorowaniem ciągłym. Z własności (4.30) oraz wzorów 
(2.49), (2.50) i (2.51) wynika, że dla każdego p € C, 


pl(B,(z)) = p((2)) = 8($(2)), z E€ M,N l(Cy), 
0 (2% Mel(Cy)) = 6(0,) No(el(C.)) = (C \ {=e : t € [0; +00)}) NA. 
Stąd dla każdego p € C, 
(4.34) p(z) = 0(G(85'(z))) =80%06,'(2), zEA\ {tel R&P : t e [0;-b00)}. 


Ponieważ ® jest odwzorowaniem ciągłym, więc o jest odwzorowaniem ciągłym w każ- 
dym zbiorze A \ f—te' Re? : t € [0; +00)), p € C, jako złożenie odwzorowań ciągłych. W 
konsekwencji y jest odwzorowaniem ciągłym w zbiorze A. Pozostaje wykazać ciągłość 


p w zerze. Ustalmy dowolnie ciąg N35 n > 2, € A taki, że 
(4.35) Zn — 0, gdy n > +00. 


Załóżmy, że ciąg N 3 n +> g(ż,) nie jest zbieżny do 0. Wówczas istnieją r € (0;1) i 
ciąg rosnący o : N — N takie, ze 


(4.36) Plom) >r, NEN. 
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Ponieważ 0 ¢ A, więc istnieje ciąg N > n + a, € [0; 27] taki, że z, = |z,le* dla 
n E€ N. Wówczas ciąg N 5 n + w := Qo(n) — ilog|Zo(„)| € cl(C+) spełnia na mocy 
(4.30) i (4.36) zależność 


skąd 
(4.37) Im (un) < —log(r), neN. 


Ponieważ funkcja odwrotna ~! jest ciągła i zbiór [0; 2r —ilog(r)] jest zwarty, więc na 


mocy założenia (4.29), 
C= sup(Im 1 ({u €C:0<Imu< — log(r)})) < +00. 
To łącznie z (4.37) daje Im u, < c dla n € N. Dlatego 
Bin =e = Pepe ms 0. wen, 


co przeczy warunkowi zbieżności (4.35). Dlatego y(z,) — 0 = w(0), gdy n — +00, 


co dowodzi ciągłości funkcji o w punkcie 0. W konsekwencji funkcja y jest ciągła 


w zbiorze cl(D) = AU {0}. Ponieważ koło domknięte cl(D) jest zbiorem zwartym i 
zachodzi własność (4.33), więc y jest homeomorfizmem koła cl(D) na siebie. 

Załóżmy na koniec, że dla dowolnie zadanego K € |[1;+00), $ € QC(C,;K). 
Ponieważ 6, jest odwzorowaniem konforemnym w każdym pasie (2, p € C, więc 6, le 
QC(A,; 1), gdzie A, := D \ f=te' R : t e [0;1)) dla p € C; por. (2.50) i (2.51). Stąd i 
z (2.56) wynika, że 


Po € QC(A,; K) C QR(A,; K), pec. 


To wobec uwagi 1.19 i zależności (4.34) implikuje, że pla, € QR(A,; K) dla p € C, 
i w konsekwencji o|pyyoy € QR(D \ {0}; K). Ponieważ jest homeomorfizmem koła 
cl(D) na siebie i (0) = 0, więc yp so} € QC(D \ {0}; K). Z twierdzenia o usuwaniu 
osobliwości dla odwzorowań quasikonforemnych [18, Theorem 8.1, p. 41] wynika, że 
p E€ QC(D; K), co kończy dowód. 


Twierdzenie 4.7. Dla dowolnych M € [1;+00),m € N ih e Hom(R;m)NQS(R; M) 
istnieje f € QR(D; M?) taki, że f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D), f~1({0}) = {0}, 
deg(f,0)=mi 


(4.38) fii) =e, teR. 
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Dowód. Ustalmy dowolnie M € [1;+00), m € N i h € Hom(R; m) N QS(R; M). Niech 


W będzie rozszerzeniem Beurlinga-Ahlforsa funkcji h z parametrem s € R}, tzn. 


(4.39) W(z) =; f h(x + bat + È f he +t) -hle — jar z=z+iy ECy; 
z = 2y aj 2y i , =" y +3) 


por. [4] i [1, Chap. IV, Sec. B], a także [27]. Ponieważ h € QS(R; M), więc na mocy 


twierdzenia Beurlinga-Ahlforsa [4] istnieje s € R; o tej własności, że 


(4.40) W € QC(C,; MI). 


Ponadto W(C,) = C}, i odwzorowanie W ma rozszerzenie do homeomorfizmu W* do- 


mkniętej półpłaszczyzny cl(C,) na siebie i W*|p = h. Przyjmując więc 


(4.41) cd(C,) 3 z > (z) = Le) 


m 


stwierdzamy, że © jest homeomorfizmem zbioru cl(C) na siebie. Ustalmy dowolnie 
z =x +iy € C}. Wtedy z +27 = x +27 + iy, i wobec wzoru (4.39) dostajemy 


Re U(z + 27) = T h(x + 2a + t)dt. 
YTY 


Ponieważ h e Hom(R; m), więc 


(4.42) h(t + 2a) =h(t) +2mm, tER, 


skąd na mocy wzoru (4.39), 


1 ry 
Re V(ż + 20) = 2 i [h(x +t) + 2am]dt 
-y 
1 2 
== TE a+ oe |], dt 
2y Joy 
= Re Y(2) + 27m 
Dlatego 
(4.43) ReVW(z +27) = ReVW(z) +2mm, 2e Cy. 


Podobnie ze wzoru (4.39) i zależności (4.42) wyprowadzamy 


Im T(z + 27) = = [ee + m + t) — h(x + 27 — t)]dt 


x >, [ee +t) — A(x — Jdt = Im V(2). 
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To łącznie z (4.43) daje 

(4.44) W(z + 2n) =W(z)+2mm, z EC}. 
Stąd na mocy wzoru (4.41), 

(4.45) $(z + 2m) =$(z) +20, zeEcl(C,). 


Ponadto na mocy (4.40), Slc, € QC(C,; M”). Z lematu 4.6 wynika więc istnienie 
homeomorfizmu y koła domkniętego cl(D) na siebie takiego, że plp € QC(D; M), 


p(0) = 0 i zachodzi zależność (4.30). Ponieważ funkcja 
(4.46) D > z> f(z) :=v(2)" 


jest złożeniem funkcji holomorficznej C > z > z” z odwzorowaniem M?-quasikonfo- 


remnym (|p od wewnątrz, więc na mocy uwagi 1.19, f € QR(D; M). Ze wzoru (4.46) 


wynika również, że funkcja f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D) i 


(4.47) f(z) = (z2), ETL 


Ustalmy dowolnie t € R. Z (4.30) wynika, że 
g(reit) = p(eiltilog(r))) = GENE. re (0; 1), 


skąd 
P(t—ilog(r)) — ee. re (0; 1]. 


— 


p(e*) = lim y(re”) = lim e' 


Ponieważ $|p = h/m, więc na mocy (4.47) dostajemy 


f* (elt) = plet” = (e) — gim$(t) — SUR tER, 


co dowodzi własności (4.38). Ze wzoru (4.46) wynika, że f !(f0)) = {0}. W konse- 
kwencji, R(f*,0) = (0;1], i wobec wniosku 3.5, 


(4.48) deg(f,0) = deg(f[0, 1/2]) = deg(f”10, 1/2]) = deg(f*[0, 1)). 


Ponieważ f*(eit) = ®© dla t € R, więc f*[0,1](e*) = ®© dla t € R, czyli h € 
Log(f*|0, 1)). Stąd i z (4.42) otrzymujemy na podstawie lematu 3.2, 
h(2n)-h(0) 27m 


deg(f7[0, 1]) = = 7 = m. 


To łącznie z (4.48) daje równość deg(f,0) = m, co kończy dowód. 
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Uwaga 4.8. Z twierdzenia 4.7 wynika w szczególności twierdzenie 4.2. Ustalmy bowiem 
dowolnie M € [1; +oo) i g € QS(T; M). Istnieją wtedy a, 8 € R takie, że funkcja T > 
z+ ÿ(2) := e"g(e'*z) spełnia równości g(1) = 1 i g(—1) = —1. Ponadto g € QS(T; M). 
Ponieważ deg(g) > 0, więc z twierdzenia 2.11 oraz lematów 2.7 i 2.10 wynika, że istnieje 


h € Log(g) m Hom(R; 1) spełniający równości h(nr) = na dla n € Z. Ponadto dla 
dowolnych x € Ri y € (0;7], 

lg Lh _ h(z +y) — h(z) 
4.49 z = , 
A Jaa) ha) — hla — vy) 
gdzie I, = fe" : t € [x;x +yl} il = {et : t € [x — y;x]}. Ponieważ g € QS(T; M), 
więc g € QS(T; M), co wobec (4.49) daje 


1 _ h(z+y) — A(z) À 
u < A= Ges) <M, zeR,ye(0;7]. 


(4.50) 


Korzystając z równości h(nn) = na dla n € Z można wywnioskować z warunku (4.50), 
że h € QS(R; M); por. [16, Lemma 1]. Ponieważ h € Hom(R; 1), więc z twierdzenia 4.7 
wynika istnienie f € QR(D; M?) takiego, ze f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D), 
F UO = {0}, deg(f,0) =1i 


(4.51) fF l = =e"). FER. 


Stąd CS(f) = T. Ponieważ |f(0)| = 0 < 1, więc z twierdzenia 3.12 wynika, że f € 
QC(D; M?) i f(D) = D. Przyjmując D > z + f(z) := e Ff(e"i*z) widzimy, że f € 
QC(D; M?) i f(D) = D, f(0) = 0. Ponadto f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D) i 
zgodnie z (4.51), 


f*(eit) =: e 8 f* (et) = e 9 g(t) a gle śe 9) 3 gle"), tER. 


Zatem f*|q = g, co daje tezę twierdzenia 4.2. 


4,3 Uwagi uzupełniające 


Niech QS(R) oznacza rodzinę wszystkich funkcji quasisymetrycznych na R, tzn. 


QSR) = U Q5(R; M). 


Me[1;+00) 


Szereg ważnych własności funkcji klasy QS(R) można znaleźć między innymi w [14], 


[18], [1], [26], [36]. Z twierdzeń 4.4 i 4.7 wynika natychmiast następujący wniosek. 
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Wniosek 4.9. Dla każdego f € QR(D), jeśli |f(0)| < 1 i CS(f) CT to istnieją m € N 
i h E€ Q5(R) N Hom(R; m) takie, że f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D) oraz 


(4.52) fit) =", TER. 


Na odwrót, dla wszystkich m € N ih € QS(R) N Hom(R; m) istnieje f € QR(D) o tej 


własności, że f ma ciągłe rozszerzenie f* na cl(D) à zachodzi warunek (4.52). 


Uwaga 4.10. Oszacowanie (4.6) w twierdzeniu 4.4 można wyrazić w równoważny 


sposób korzystając z klasycznej tożsamości 


1— x(t) | l-ż ih 
(4.53) 1+ Ox(t) = dy( 73): tE [0; 1); 


por. [2, Theorem 3.3]. Przekształcając prawą stronę w nierówności (4.6) otrzymujemy 


1-ry 1 lt+r\* 
4:54 M<o <a(1—) 
(54) vel) l-r 


Druga z tych nierówności jest konsekwencją dolnego oszacowania $/k(£) > 
dla t € [0;1); por. [18, (3.8), p. 65]. Stosując dodatkowo oszacowanie A(t) < e”€-19 
dla t € [1;+00) (por. [2, Theorem 1.2]) otrzymujemy 

1 2K 
(4.55) A(K)M? < er UD gk (LT) 

-r 

Szereg istotnych wyników dotyczących aproksymacji funkcji $k, Bryk i A można zna- 
leźć w [21] i [22]. 


Uwaga 4.11. W twierdzeniach 4.4 i 4.7 oraz wniosku 4.9 brzegowe wartości zespolo- 


nych odwzorowań quasiregularnych zostały scharakteryzowane za pomocą funkcji qu- 


asisymetrycznych na R. Warunek M-quasisymetrii (4.4) wiąże dwa parametry rzeczy- 
wiste x i y. Zamiast charakteryzacji Berlinga-Ahlforsa można wykorzystać charaktery- 
zację z czterema parametrami rzeczywistymi. Zając wykazał w [36], że dla dowolnych 
K € [1;+00) i f € QC(C4;K) spełniającego równość f(C+) = C+, odwzorowanie f 


ma rozszerzenie do homeomorfizmu f* domkniętej półpłaszczyzny cl(C4) na siebie, któ- 


rego funkcja brzegowa h := f*|ę spełnia dla każdego ciągu rosnącego Z143k> % ER 


warunek brzegowy 
(4.56) ŚBk(|21, 22, 23, 24] ) < [h(21), h(22), h(z3), h(za)] < Ox ([21, 22, 23, 24]), 


gdzie 


(za — 21)(23 — 22) 
(z3 — 21)(ż4 — 22) 


(4.57) |21, Z2, Z3, Z4] := l 
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Korzystając z warunku (4.56) i własności funkcji ® x można otrzymać wiele interesują- 
cych własności funkcji brzegowych odwzorowań quasikonforemnych górnej półpłaszczy- 
zny na siebie; por. [36]. Z nich z kolei można wyprowadzić szereg własności odwzorowań 
f € QR(D) spełniających warunki |f(0)| 4 1 i CS(T) c T. W podobnym charakterze 
można użyć charakteryzacji z trzema parametrami rzeczywistymi; por. [24], [25]. 


Z twierdzeń 2.17 i 2.18 można wyprowadzić, korzystając z twierdzenia 3.12, nastę- 


pujące uogólnienia tych twierdzeń na odwzorowania quasiregularne. 


Wniosek 4.12. Dla dowolnych K € [1;+00) i f € QR(D;K), jeśli CS(f) CT à 
f(0) =0 to 


(4.58) |F(2)| £ $k(l2|), z ED; 


co więcej, jeśli w (4.58) pojawia się równość dla pewnego z € D\ {0}, to f € QC(D; K). 


Dowód. Ustalmy dowolnie K i f spełniające założenia wniosku. Z twierdzenia 3.12 


wynika istnienie p € QC(D; K) i skończonego iloczynu Blaschkego g takich, ze y(D) = 
D,o(0)=0if=gov. Ponadto A := f"'(£0)) jest niepustym zbiorem skończonym, 
deg(f,a) e N dla a € Ai zachodzi równość (3.40) dla pewnego a € R. Stąd g(0) = 
g(p(0)) = f(0) = 0. Ponieważ g € Hol(D) i g(D) = D, więc z klasycznej nierówności 


Schwarza wynika, że |g(z)| < |z| dla z € D; por. np. [29, Chap. 12]. Stąd na mocy 
twierdzenia 2.17 dostajemy 


(4.59) F(2)| = la) < |p(z)| < $k(lż|), z€D, 


co dowodzi nierówności (4.58). Załóżmy na koniec, że w (4.58) pojawia się równość dla 
pewnego z € D \ {0}. Wtedy wszystkie nierówności w (4.59) stają się równościami, a 
w szczególności |g(p(ż))| = |p(ż)|. Ponieważ (z) 4 0, więc istnieje stała 7 € T taka, 
że g(u) = nu dla u € D. W konsekwencji, f = ny € QC(D; K), co kończy dowód. 


Wniosek 4.13. Dla dowolnych K € [1;+00) i f € QR(D;K), jeśli |f(0)| A 1 à 
CS(f) C T to A := f"'(£0)) jest niepustym zbiorem skończonym, deg(f,a) € N dla 
ac Ai 


1/K 
1 — g(r) 


(4.60) |f(z) — f(w)| < 16m |z- w|“, z,weD, 
gdzie r := max({]a| : a € A}) im := Yaca deg(f, a). 


Dowód. Ustalmy dowolnie K i f spełniające założenia wniosku. Z twierdzenia 3.12 


wynika istnienie y € QC(D; K) i skończonego iloczynu Blaschkego g takich, że y(D) = 
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),py(0)=0if=gov. Ponadto A := f~!({0}) jest niepustym zbiorem skończonym, 
deg(f,a) € N dla a € A i zachodzi równość (3.40) dla pewnego a € R. Stąd dla każdego 
zeED, 


2)| = |)" deg(f,a) (YE PONSA ay eo 


acA 1 — p(a)z (1 — p(a)z)? reata} 1 — p(b)z 
PP 2 20) [697% Lo) z — gb) tro 
REY 0 £ Il — POZ] zeta l — pz 
1 — tpla)[? 
< de a) TG 
<E deld T eta 
1 + |p(a)| 
= Toray 24 80,9 
1 + |o(a)| 
1- |e(a)|’ 


gdy zbiór zawiera co najmniej dwa punkty, oraz 


= a deg(f,a)—1 a Ai 2 
l= legs, a) (SO) fat 1 — |p(a)|* 


Eo (= pa) 
agoj 20 fr 2 eOk 
E i= oer 
„L+ ka) 
T- jelo] 


gdy A = {a} dla pewnego a € D. Z twierdzenia 2.17 wynika więc, że 


1 + ko(aj| 1+Gx(r) 
tN pS ee se 
NST ipa Mice 


Ponieważ koło D jest zbiorem wypukłym, więc 
lg(z) — g(w)| < M|z- w|, ż,weD. 


Stosując teraz twierdzenie 2.18 widzimy, że 


f(z) — f(w)| = |s(e(2)) — glp(w))| < M|p(z) — p(w)| < 16M|z—w|"*, z,w € D. 


To dowodzi własności (4.60), i tym samym kończy dowód. 
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